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I. EL MODELO NEOCLASICO CON INCERTIDUMBRE

Incorporando incertidumbre al modelo de crecimiento neoclasico:

e Choques tecnoldgicos
Ye = 04 F (K4, Ly)

en donde 6; es una variable aleatoria (o proceso estocastico)

e Choques de preferencias (i.e.: 3; factor de descuento aleatorio)

e Choques de politica (i.e.: g+ o M; aleatorios)

(© Carlos Urrutia, 2010

La incertidumbre afecta el comportamiento de los consumidores:

e Los agentes conocen las realizaciones presente y pasadas de los choques,
pero no las realizaciones futuras

e Sin embargo, conocen el proceso estocastico que genera estas realiza-
ciones futuras

e Los agentes escogen planes contingentes (que dependen de las posibles
realizaciones del proceso estocastico) para cada variable

e Objectivo: maximizar la utilidad esperada

Eo > Blu(cy)
=0




Notacion

e z : variable aleatoria (choque)

Z : conjunto del cual z se extrae cada periodo

z¢+ € Z : realizacién del shock en el periodo t

o 2! = (29,21,22,...2¢t) : historia de realizaciones del shock hasta el
periodo t
A ‘zt_s : conjunto de todas las posibles historias hasta el periodo ¢

que empiezan con z!™*

Si Z =(Z1,2%>, ..., Zn) es finito, z es una variable aleatoria discreta. En-
tonces:

e 7 (z) : probabilidad de observar la realizacion z; en el periodo t

t

o T (zt) : probabilidad de observar la historia z' en el periodo t

o (zt‘ t_s) : probabilidad de observar la historia z! en ¢ condicional

a observar la historia 2!~$
If Z C R es infinito, z es una variable aleatoria continua. Entonces:

e ¢ (z¢) : funcién de densidad para z en t




Modelo con Choques Tecnolégicos Discretos

e Funcién de produccién estocastica:

Y; = e* F(Ky, Ly)

en donde F' satisface los supuestos habituales. Con Ly = 1, reescribi-
mos:

Y = F(K, 1) = e f (Ky)

e Utilidad esperada:

Eogﬁtu [Ct (zt)] = i > (zt) {Bt“ [Ct (Ztﬂ}

t=0 ztczt

Equilibrio Competitivo Estocéastico

Un equilibrio competitivo estocdstico para esta economia es un conjunto de
planes contingentes para las cantidades c¢ (zt), n (zt), kiy1 (zt), Y; (zt),

Ky (zt> y los precios w; (zt), Tt (zt) tales que:

i) Dados kg > 0, wy (zt) Tt (zt) y el proceso estocastico para z, los planes

ct <zt) it (zt> y kg1 <zt) resuelven el problema del consumidor:

max > Y Bt () ufer ()]

t=0tczt
s.t. ct (zt> + i (zt) = wy (zt> + 7t (zt) ky (zt_l) Vzt, \47

ki1 (zt) =(1—9) ks (zt_1> + 7 (zt) V2t Vi




t

ii) Para cada historia z' en cada periodo ¢, dados wy <zt) y 1t <zt), los

valores Y; (zt) y K¢ (zt) resuelven el problema de la empresa:
max Y; (zt) — Wy (zt> — T (zt) K; (zt>
s.t. Y; (zt> =etf [Kt (zt)]

t

iii) Para cada historia z" en cada periodo t, los mercados se vacian:

() = () ()

Ko () = ke (=)

Problema del Planificador

Dados kg > 0 y el proceso estocdstico para z, el planificador social es-
coje planes contingentes para las cantidades c¢; (zt), 1t (zt) y ki1 (zt>
resolviendo:
(0. @)
max Z Z Btﬂ (zt) U {ct (ztﬂ
t=0ztezt
s.t.

ct (zt> =ef [kt (zt_1>] — (zt> V2t Wi
ker (21) = (U= 0) ke (71) i (2F) el vt

Aun con incertidumbre, si no hay distorsiones o externalidades los Teoremas
del Bienestar se cumplen




Lagrangiano intertemporal estocastico:

L= 3 (g () ule ()]

M (&) [en (21) i (1) — e f [k (171)]]
— A2t (Zt) [kt+1 (zt> —(1=0)kt (Zt_l) —u (Zt)”

Condiciones de primer orden:

L = ) o) () <o

Ay (21)
sy = () () =0
oL
Oky 11 (21) - zt+1€§f+1|zt Alt+1 (Zt+1> et f! {k@url (zt)]

— Aot <2t> + Z A2¢41 <2t+1) (1-46)=0

LtHle Zthl| 4t




Resolviendo, la solucién estd caracterizada por:

e Ecuacién de Euler (estocastica):

o [er ()] = BEu! [evea ()] (528 (b ()] + (= 9)) )

(A1
con Eix (ZtH) = D t+lg gt 7(T(zt))$ (2t+1>

e Condicidn de factibilidad:

ot (2) = e f [kt (271)] = kegn (21) + (1= 8) ke (271)

e Condicidén de transversalidad:

Jim B[ ()] o () =

Equilibrio Estacionario

e Resolviendo el equilibrio, obtenemos planes contingentes para todas
las variables (cantidades, precios)

e Dado el proceso estocastico para el shock, estos planes definen proce-
sos para las variables - dificiles de caracterizar

e NO hay un equilibrio estacionario en un sentido estricto, las variables
se mueven permanentemente

e Podemos sin embargo tener un equilibrio en el cual las variables siguen
un proceso estacionario estocastico - todos sus momentos (media,
varianza, etc.) son constantes a lo largo del tiempo




Simplificando la Notacidn

Una vez que queda claro la naturaleza de los planes contingentes que

constituyen un equilibrio competitivo estocdastico, podemos simplificar la

notacion de manera tal que desaparezca la dependencia de las variables

con respecto a las historias

Por ejemplo, escribimos el problema del planificador social como

(o.]
max Ep Y. B (ct)
t=0
s.t.
ct + g = e*t f (Kky)

ki1 =(1—08) ke + i

con lagrangiano intertemporal estocdastico:

L = Ey Z {Btu (ct) — A1t [ct + i — €t f (kt)]
t=0

—Ao¢ [kpr1 — (1 —6) ke — i)}

y condiciones de primer orden:

oL

e = B! (ct) — A\ =0
ct
oL
— = At + Ay =0
8zt

oL
Okt 41

= ot + By { A1 f (k) + Ao (1 — 8)} =0




Resolviendo, obtenemos nuevamente la ecuacién de Euler (estocastica):

u'(er) = BE {u(err1) [ f (ko) + (1 = 6)] ]

(nétese que el lado derecho incluye una esperanza sobre la realizacién del
choque tecnoldgico en t+1, condicional a su realizacién en t) y la condicién
de factibilidad:

cp = e f(ky) — k1 + (1 —0) ke

Estas dos ecuaciones, mas las condiciones iniciales (kg, zg), el proceso
estocdstico para z; y la condicién de transversalidad habitual caracterizan
la solucién del modelo

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1. Una version simple del modelo con choques tecnoldgicos

Considere la siguiente versiéon del modelo de crciemiento neocldsico con choques tec-

nolégicos. La funcién de utilidad depende solo del consumo y estd dada por

u(c) = log(c)
y no hay crecimiento de la poblacién (n = 0). De otro lado, la empresa representativa

utiliza una funcién de produccidn estocdstica para producir el tnico bien, dada por:
f(k,z) = e* AK®

en donde z¢ es un shock tecnoldgico i.i.d. en el tiempo y distribuido normalmente con

media 4, y varaianza Ug

i) Defina un equilibrio competitivo estocdstico para esta economia;




ii) Escriba el problema del planificador social;

iii) Asumiendo que la depreciacién es completa (& = 1), verifique que la solucién del

problema en (ii) satisface:

kir1 = afe”t Akf

iv) La solucién propuesta en el inciso anterior define un proceso AR(l) para el logaritmo

de ky:

log (k¢ y1) = log (aBA) + alog (ki) + 2

Partiendo de un kg arbitrario, caracterice las secuencias para la media f4; y la varianza 0'%

de la variable aleatoria log (kt) y encuentre el limite de esas secuencias cuando t — o0;

M

v) Usando el resultado anterior, caracterice la distribucién invariante para k¢ y ¢t

2. Resolviendo el modelo recursivo iterando la funcidn de valor

(Antes de hacer esta pregunta revise el Apéndice 1) Considere el mismo modelo de la

pregunta anterior, pero en el cual la funcién de produccién estd dada por:
f(k,0) = OAK®

en donde 6 sigue un proceso markoviano discreto de primer orden, con espacio de estados

© y matriz de transicién I
i) Escriba el problema del planificador social usando el lenguage recursivo;
ii) Asuma los siguientes valores de los pardmetros:

A=10 a=035 pB=095 §=0.06

Asuma también que el choque tecnolégico puede tomar solo tres valores: @ = {0, 0.5, 1}
y que el proceso markoviano correspondiente sigue la matriz de transicidén

0.5 0.3 0.2
M=1]0.1 0.7 0.2
0 04 0.6




Resuelva numéricamente el problema del planificador social por el método de iteracion de
la funcién de valor, con una malla de valores para k con 300 puntos igualmente espaci-
ados entre 0 y 1.5]€*, donde k™ es el valor del stock de capital del estado estacionario
deterministico. Grafique las reglas de decisién éptimas k/(k, z) y c(k, z) como funcién

de k para cada uno de los niveles de 6

iii) Utilizando las reglas halladas en (ii), y partiendo de un capital inicial kg = k™ y de
0o = 0.5, simule y grafique una realizacién de las trayectorias éptimas para k¢, ct, 1+,
e Yt por 100 periodos. Finalmente, usando una simulacién suficientemente larga (10,000
periodos, eliminando los primeros 1,000) calcule la desviacién estandar del logaritmo de

cada una de estas series y su correlacién con el producto

APENDICE |

El Modelo en Lenguaje Recursivo

Variables de estado:
e Capital (individual y agregado)

® Historia de los shocks?

La distribucidon de probabilidad para el shock del siguiente periodo depende de toda la

historia de realizaciones presente y pasadas
Prob (z;41) =Prob (zt+1 ‘Zt>

a menos que el shock siga un proceso Markoviano




Procesos Markovianos de Primer Orden

Un proceso estocastico Markoviano de primer orden satisface:
Prob (211 |2") = Prob (211 |2t)

Un shock i.i.d puede verse como un caso especial de un proceso Markoviano

En varias aplicaciones, usaremos un proceso Markoviano discreto de primer orden, car-
acterizado por el espacio de estados / = (ZL..., Zq> y la matriz de transicién esta-

cionaria

en donde

(Zi, Zj) — Prob <zt+1 = 7|2 = ZZ-)

T
y I 7 (2, 25) =1

Definiendo la distribucién de probabilidad (incondicional)

T1t Prob (Zt = Zl)
= | oo | =
Tqt Prob (2 = Zy)

El vector 714 evoluciona de acuerdo a:
T _ T
Tip1 = mp X T

Una distribucién de probabilidad 7m™* es invariante si 7T*T = 7T*T x I

Un proceso Markoviano es asintéticamente estacionario si, partiendo de cualquier 7T,

lim m = «*
t—o00

Resultado: si todos los elementos de 'l son estrictamente positivos, el proceso correspon-

diente es asinté- ticamente estacionario y converge a una Unica distribucidn invariante




En otros casos, trabajaremos con procesos Markovianos continuos, como el AR(l):
! /
Z =p+pz+e
e~ N (o, 02)
2

donde € es una variable aleatoria, normalmente distribuida con media cero y varianza o

Si ’p| < 1, este proceso es estacionario por lo que la funcién de densidad condicional

1 (2 — p— pz)?
1L\ — _
I (Z |z) 5 (27r)1/2 =P 202

y sus principales momentos (media, varianza) son constantes a lo largo del tiempo

Problema del Planificador Social

Un planificador social benevolente escoje funciones v (k, 2), ¢ (k, 2), i (k, 2), k' (k, 2)

que resuelvan la ecuacién de Bellman:

v(k,z) = max {u(c) + BEzv (k’, z/)}

A

st. c+i = €e°f(k)
E = (1—=0)k+i

Como antes, si se cumplen los Teoremas del Bienestar, la solucién a este problema es
equivalente al equilibrio competitivo

Notese que los planes contingentes correpondientes al equilibrio secuencial pueden encon-

trarse usando la regla de decisién éptima:

ki1 <zt) _—y (k:’ <k:’ (...), zt_l) 2t)




Programacién Dinamica Estocéastica

Considere la siguiente ecuacién de Bellman:
v(z,z) = max {F (z,z,y) + BEv (y, z/)}

st. y€Q(z,z2)

en donde z sigue un proceso Markoviano de primer orden

Los resultados de existencia, unicidad y contraccién se siguen cumpliendo bajo las mis-
mas condiciones para X, F', £ y (3, mas algunos supuestos técnicos sobre el proceso

estocastico 2 (ver Stokey-Lucas, Cap. 9)

Estos supustos técnicos se satisfacen automaticamente con procesos Markovianos discre-

tos o de tipo AR(1)

Iteracién de la Funcidén de Valor

Para implementar numéricamente este método, asumimos que el shock tecnolégico z
sigue un proceso Markoviano discreto de primer orden con espacio de estados Z =
(Zl,..., Zq) y matriz de transicién [1

Usando el Teorema de la Contraccidn, si partimos de cualquier funcién 0 (por ejemplo,

v9 (k, z) = 0) la secuencia v" definida por:

" (k, 2) = max {ule?f (k) + (@ —8)k— |

183 7 (5 2)) 0" (K, )
j=1

s.t. k' €[0,e*f (k) + (1 —0)k]

converje a la solucién v del problema del planificador social, si n — ©0




Algoritmo:

1. Proponer un vector columna inicial V0 e Rra (por ejemplo, Vo — 0) e inicializar

s=0

2. Para cada par (K;, Zm) € K X Z, dada V%, calcular ystl (K;, Zm) como:

q
Ir(’?g)l(( U [eme (K;)+(1-9)K; — Kj] + ﬁnz::IW(Zm, Zn)V? (Kj, Zn)

s.t. K] < Gme (Kz) + (1 — (5) KZ'

en donde K = (K17K2’..., Kp) es la malla de valores para el capital k

3. Calcular HVS+1 — VSH. Si la distancia es mayor que el criterio de tolerancia,

volver al paso 2 con s = s + 1. En caso contrario, el algoritmo converge

Al terminar el algoritmo obtenemos una aproximacién a la funcién de valor del planificador
U en cada punto de la malla de estados:
V (K1, Z1) v (K71, Z1)

V=1.. ~ | ..
4 (Kpa Zq) v (Kp’ Zq)

junto con la correspondiente regla de decisién (G (Ki, Zm)




Simulacién de Trayectorias Optimas
La trayectoria optima del capital depende de la historia de realizaciones para 2

Para obtener una serie de tiempo particular kg, k1, ..., k7 partiendo de (kq, zg) dados,
necesitamos simular primero la historia 2q, 21, ..., 2 usando un generador de nlimeros

aleatorios y la informacién en la matriz de transicién [1

® Dado zg = 4, extraer 21 de Z = <Zl,---a Zq) asignando probabilidad 7;; al
estado Z;

® Recursivamente, dado zn, = Z;, extraer 2,11 de Z = (Zl’..., Zq) asignando
probabilidad 7;; al estado Z

® Continuar hasta completar una historia 2q, 21, ..., 2T

Una vez conocida la historia de los shocks, calculamos recursivamente la trayectoria

éptima para el capital (kg, k1, --., k") usando la regla de decisién G

ki = K

2= 7 = kt+1: G (K’, Zz)

y luego calculamos las correspondientes trayectorias éptimas para otras variables

Estas trayectorias representan series de tiempo, sus principales estadisticos (media, vari-

anza, correlaciones entre ellas) pueden calcularse y compararse con los datos

Sin embargo, estas series de tiempo y sus estadisticos dependen de una particular real-

izacién de los shocks

Por ello, se recomiendo hacer una simulacién "larga” (I' = 10, 000 periodos, dejando
de lado los primeros 1000) de manera tal de aproximar los estadisticos de la distribucién

invariante (ley de los grandes nimeros)




I1. CICLOS ECONOMICOS REALES

Ciclos econdmicos: fluctuaciones de corto plazo de la economia en torno
a su senda de crecimiento de largo plazo

Tradicién Keynesiana:

e Cambios en la demanda agregada generan desequilibrios temporales
en la economia

e Modelos estaticos de corto plazo (IS/LM) + curva de Phillips

(© Carlos Urrutia, 2010

Enfoque Neoclasico:

e Fluctuaciones como reacciones de equilibrio de la economia ante choques
exégenos (de oferta o demanda)

e Extensiones del modelo de crecimiento neocldsico con choques es-
tocdsticos

e Andlisis de regularidades estadisticas de las series de tiempo




Representacién de los Ciclos Econdémicos

Distinguir crecimiento de largo plazo (tendencia) de fluctuaciones de corto
plazo (ciclos) en los datos

Podemos descomponer las serie de observaciones de la variable Y;:
—v9 c _
Y; =Y’ xY; t=1,..T
Y;g : componente de tendencia
Y,£ : componente ciclico

Tomando logaritmos:

’yt—yt +yt

Filtro de Hodrick-Prescott (HP): hallar una serie yf que minimice

S =)+ 3 [l ) — (- o))

t=1

El parametro A mide el peso que se da a la suavidad de ytg en relacién a
su cercania a y

-SiA=0, ytg es igual a y;
-Si A — oo, yf tiende a una linea recta
Para datos trimestrales, se recomienda el valor A = 1600

Una vez hallado yf, el componente ciclico se encuentra usando yf = yt—yf




Propiedades Estadisticas de los Ciclos

El siguiente paso es encontrar regularidades en el comportamiento de los
componentes ciclicos de las principales variables macroeconémicas

(Z¢: logaritmo del componente ciclico de X))

- Varianza relativa al producto: S.D. (%) /S.D. (yt)

Indica si la variable X fluctia mas o menos que el producto
- Correlacién con el producto: Corr (Z¢, yt)

Indica si la variable X es prociclica o contraciclica

- Correlaciones con retardos: Corr (T4, Ut)

Indican si la variable X se anticipa o retrasa con respecto al ciclo econédmico

Ejemplo para Estados Unidos:

Estadisticos
S.D.(y) 0.0172
S.D.(c) 0.0127
S.D.(4) 0.0824
S.D.(1) 0.0159
Corr(y,c) 0.83
Corr(y,1i) 0.91
Corr(y,1) 0.86




Kydland y Prescott (1990) encuentran para Estados Unidos las siguientes
regularidades:

e El consumo, la inversién, el empleo y el salario real son prociclicos

e El consumo vy el salario real son menos volatiles que el producto

e La inversidn es mds volatil que el producto y el empleo tiene la misma
volatilidad que el producto

El nivel de precios es contraciclico

Los agregados monetarios son prociclicos, pero no se adelantan al ciclo
econémico

Agenor, McDermott, Prasad (1999) hacen el mismo estudio para paises
en desarrollo, y encuentran que:

Las fluctuaciones son en promedio mayores que en paises desarrollados

e El salario real es prociclico

Los ciclos de paises desarrollados y en desarrollo estan fuertemente
sincronizados

La tasa de interés mundial y los términos de intercambio son prociclicos

No hay una correlacién evidente entre agregados monetarios y el pro-
ducto, ni entre el tipo de cambio y el producto




Otros resultados en la literatura

En economias abiertas (Espafia, Chile, México) se suele encontrar un re-
sultado paraddjico:

e Si bien la inversién es prociclica y fluctia mas que el producto, cémo
en Estados Unidos ...

. el consumo, que también es prociclico, fluctia mas que el producto

= En estos paises, la cuenta corriente suele ser fuertemente contraciclica
y volatil

Si comparamos la volatilidad del consumo con la de la absorcién (C+14-G),
esta ultima si es mayor

Un Modelo Simple de Ciclos Econdémicos Reales
Modelo de crecimiento neocldsico con:

- Decisién consumo-ocio

- Cambio técnico exdégeno

- Choques tecnoldgicos que afectan la funciéon de produccidn

El modelo es consistente con los hechos estilizados del crecimiento para Es-
tados Unidos - Kydland y Prescott (1982): ;puede este modelo reproducir
también las fluctuaciones?




e Funcién de produccién:

Y; = % F (Ky, AcLt)

e 2; : choque tecnoldgico que afecta la productividad total de los fac-
tores

Sigue un proceso AR(1):

Zt41 = P2t + €41

donde £; es un ruido blanco con varianza o2

e A; : nivel tecnolégico que afecta la productividad del trabajo

Crece a la tasa exdgena g (progreso técnico)

e L; : tamafio de la poblacién (L < Ly)

Crece a la tasa exdégena n




Expresando todas las variables en unidades del tinico bien por unidades de

trabajo efectivo

Yyt =

Yy ~ Ky . Cy
ALy

_ L
-1

Iy

k+t

- ALy = ALy

escribimos la funcién de produccion:

g = eF (Et, lt)

la funcién de utilidad intertemporal:

S Blu(erl — )

t=0

la restriccidn presupuestaria:

ct + it = Wely + ekt

y la regla de acumulacién del capital:

(L+n) (1 +g)ker1 = (1 — 8)ke + i

Un equilibrio competitivo estocdstico para esta economia es un conjunto
de planes contingentes para las cantidades ¢, i, k¢t 1, ¥t y los precios wy,

r¢ tales que:

i) Dados Eo > 0, Wy, ¢ los planes &, i, y Et+1 resuelven el problema del

consumidor:

s.t.

o0
maXx EO Z Btu (5,5, 1— lt)
t=0

G+ iy = Wy + riky
(1—|—n) (1—|—g)Et+1 = (1 —5)Et —|—/7';\t

Zi+1 = pzt + €t et ~ N (O, 02)




ii) Para cada historia en cada periodo ¢, dados w¢ y r¢, los valores §r y k¢
resuelven el problema de la empresa:

max gjt — UA)t — T’tl{?t

s.t. U = el (/k:\t, lt)

iii) Para cada historia en cada periodo t, los mercados se vacian:

Yyt = ¢t + it

La soluciéon del equilibrio competitivo nos da planes contingentes para las
variables, que dependen de las realizaciones de los choques tecnolégicos

Un equilibrio deterministico se obtiene eliminando la incertidumbre, es
decir, imponiendo z; = 0, Vi

Un estado estacionario deterministico es un equilibrio deterministico en el
cual:

- Las variables en unidades efectivas de trabajo (7, ke, &, it We);
- La oferta de trabajo per capita (I¢); y

- La tasa de retorno del capital ()

... permanecen constantes a lo largo de tiempo

= Las variables per capita crecen a la tasa del progreso técnico g (senda
de crecimiento balanceado)




Restringiendo el Modelo
El modelo anterior es dificil de resolver analiticamente

Para usar métodos numéricos se necesita especificar formas funcionales y
dar valores a los parametros

Funcién de produccién Cobb-Douglas:

F(K,L)= KL~

Funcién de utilidad separable en consumo y ocio:

u(c,1 —1) = (1 — ¢)logc+ ¢plog(l —1)

Con estas formas funcionales, podemos facilmente derivar las condiciones

de primer orden del modelo, que se resumen en la ecuacién de Euler es-
tocdstica

(1+n)(1+g)<

g 1) :Et{f [m+1+(1—5)1}
Ct+1

Ct
la condicién estatica consumo-ocio

1
1 ol
(1-9¢)- = (A )
Ct Wit
y la condicién de factibilidad

= —(1+n)(L+9) k1 +(1—08) ke




Calibracion del Modelo

Falta escoger valores para los parametros del modelo: «, ¢, 8, 6, n, g, p
y 0. Dos enfoques:

Estimacion estructural: econometria que toma en cuenta las restricciones

impuestas por el modelo
- Maxima verosimilitud
- Métodos de momentos

- Métodos bayesianos

Calibracion: ajusta los parametros del modelo para que la senda de crec-
imiento balanceado deterministica (z; = 0, V) sea consistente con algunas

observaciones de largo plazo para la economia
El enfoque adecuado depende de la pregunta

El método de calibracién permite aprender de las deficiencias empiricas del

modelo




Calibrando el modelo anterior:
1. Obtener n como la tasa de crecimiento promedio de la poblacién

2. Obtener g como la tasa de crecimiento promedio del producto per
capita (mejor si es del producto por trabajador)

3. Dados n y g, obtener 8 usando la tasa de interés real ¢ y la relacién
de estado estacionario:

(1+n)(1+g)

5 —

r+(1-96)=1+.

4. Obtener o usando la participacién del retorno al trabajo (salarios mas
otro tipo de compensaciones) en el producto total:

l—a=—
Y

5. Dados n, g, a y 3, obtener § usando la tasa de ahorro s = % y la
relacién de estado estacionario:
K o
5 = (5+”+9+n9)?:(5+”+9+n9);

(6 +n+g+ng)
(1+n)6(1+g) —(1-9)




6. Dado «, obtener ¢ usando la tasa de ahorro s y la proporcion del
tiempo destinado al mercado de trabajo (I ~ 0.3) y la relacién de

estado estacionario:

5 - ()= ()0

Nos queda calibrar el proceso estocdstico para los choques tecnolégicos

Dada su especificacién AR(1), los principales momentos para z; estan da-
dos por:

Ez =0 Ezf = Ezizy 1=

En los datos, z; coresponde al residuo de Solow:

zt =logY: — (1 — a)log[Ag(1+ g)]t — alog Kt — (1 — a) log Ly

Obteniendo series para el stock de capital y el empleo, podemos calcular
una serie para z¢, observar sus momentos muestrales y encontrar los valores
de Ap, p y o que sean consistentes con dichos momentos




Principales Resultados

Una vez obtenidas las formas funcionales y los valores de los parametros,
se puede simular las trayectorias de equilibrio para las variables de interés

Métodos numéricos:
e lteracién de la funcidén de valor
e Linearizacion en torno al estado estacionario

El modelo se simula por un ndmero grande de periodos (10,000), descar-
tando las primeras 1,000 observaciones a fin de aproximar el estado esta-
cionario estocastico

Los resultados obtenidos simulando el modelo de Ciclos Econémicos Reales
para la economia de Estados Unidos quedan resumidos en la siguiente tabla

Modelo Datos
S.D.(v) 0.0135 | 0.0172
S.D.(c) 0.0033 | 0.0127
S.D.(4) 0.0595 | 0.0824
S.D.(1) 0.0077 | 0.0159
Corr(y, c) 0.85 0.83
Corr(y,1) 0.99 0.91
Corr(y,l) 0.72 0.86

Todas las variables (tanto en los datos como en la simulacién) fueron
ajustadas mediante el filtro de Hodrick y Prescott para aislar el logaritmo
del componente ciclico




El modelo con choques tecnolégicos reproduce bien

e Las correlaciones entre las principales variables observadas en los datos

El consumo, la inversién y las horas trabajadas son fuertemente prociclicos

e El 70% de la variabilidad observada en el producto

e Algunas volatilidades relativas

La inversién es mas volatil que el consumo y las horas trabajadas

Pero, las horas trabajadas fluctian mucho menos que en los datos

Intuicién: un choque tecnoldégico positivo

e Aumenta la productividad de los factores, luego el ingreso y el consumo

e Aumenta la rentabilidad del capital, por lo que los agentes incrementan
fuertemente la inversién (sustitucién intertemporal del consumo)

e Al aumentar los salarios, los agentes ofrecen mayor cantidad de horas
de trabajo al mercado (sustitucién intertemporal del ocio)

Estos efectos generan los patrones de correlacién en las variables




iPor qué las horas trabajadas fluctian tan poco?

Con la funcién de utilidad:

u(c,1 —1) = (1 — ¢)logc+ ¢log(l —1)

el efecto sustitucion y el efecto ingreso sobre la oferta de trabajo se cancelan
(solo sustitucién intertemporal)

Pero esta funcién de utilidad es necesaria para tener una senda de crec-
imiento balanceada

La escasa volatilidad en las horas trabajadas genera un pobre efecto mag-
nificador sobre el producto

Y: = e F (K¢, A Ly)

Criticas al Modelo

e ;Qué es un choque tecnolégico?
iSon estos choques exdgenos?

i Cédmo interpretar un choque negativo?
e Los mecanismos de propagacién son débiles
e ;Qué pasa con las variables nominales?

e ; Qué ocurre con otras fuentes de fluctuaciones (choques de demanda)?




Algunos trabajos posteriores al articulo de Kydland y Prescott han inten-
tado mejorar las predicciones del modelo de Ciclos Econémicos Reales

e Hansen (1985): Trabajo indivisible y loterias

El choque tecnoldgico actia sobre el margen de personas empleadas,
aumentando la elasticidad de sustitucién intertemporal del ocio

El modelo consigue reproducir las fluctuaciones en horas trabajadas
en los datos

e McGrattan (1994): Choques fiscales - gasto de gobierno, impuestos
Los impuestos distorsionan las decisiones de los hogares

Estos choques generan mayor volatilidad en las variables, para el mismo
choque tecnolégico

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1. Ciclos econémicos con produccion en el hogar

Considere un modelo de ciclos econdmicos reales con produccién en el hogar. La familia

representativa maximiza su utilidad esperada

00
Eo Y Bt {fy log " + (1 — ) log ¢} + log (1 - — l?)]
t=0
en donde c%n es el consumo del bien producido en el mercado, C? es el consumo del bien
producido en el hogar, lgn es la fraccion del tiempo destinado al mercado laboral y l?
es la fraccién del tiempo destinada a la produccion en el hogar; sujeto a la restriccidn

presupuestaria

C;n + 1 = ’wtl%n + rikyt




la tecnologia para producir bienes en el hogar, descrita por la funcién de produccién

¢
C? = (l?)
y la ley de movimiento del capital habitual. La empresa representativa opera una tec-

nologia descrita por la funcién de produccién
__Z a rmyl—a
yr = et (ke)™ (1)
en donde 2zt es un choque tecnoldgico que sigue un proceso AR(1)

Zt+1 = P2t + E¢41

y €t es una variable aleatoria i.i.d. y normalmente distribuida, con media cero y varianza

Jg. No hay crecimiento de la poblacién, ni progreso técnico.
i) Defina un equilibrio competitivo estocastico para esta economia;

ii) Escriba el problema del planificador social y obtenga las condiciones de primer orden;

iii) Caracterice lo mejor posible el estado estacionario deterministico, con £ = 0, Vt;

iv) Dada la siguiente informacién de largo plazo

[m k )
Y _06 “=4 =03 m=03 1"
y y y

calibre los parametros 3, 0, «, 7y, @;

v) Suponga que hay un choque tecnolégico positivo (¢4 T= z¢ T). iQué sucede con
la fraccion del tiempo destinada al mercado de trabajo, a la produccién en el hogar y al
ocio? jEs la volatilidad de las horas destinadas al mercado laboral mayor o menor en
este modelo, comparado con el modelo de ciclos econémicos reales sin produccién en el

hogar? Explique




2. Choques fiscales y ciclos econémicos

Considere ahora una version del modelo de ciclos econédmicos reales con choques fiscales.

La empresa representativa produce el nico bien con la tecnologia descrita por
11—«
Y: = F (Ky, AtLy) = Ki* (AtLy)

en donde A; crece a la tasa exégena g. La familia representativa maximiza su utilidad

esperada
& C L?
Eo Y B |log L) fylog (1=t
t=0 Ly Ly

sujeto a la restriccidon presupuestaria y la ley de movimiento del capital habitual. El
tamafo de la familia L+ crece a la tasa exégena m. Finalmente, hay un gobierno que

cobra impuesto al ingreso laboral a una tasa 7T estocdstica, que sigue el proceso AR(l)

Tep1 =7 (1 — p) + p7t + €41

en donde £ es una variable aleatoria i.i.d. y normalmente distribuida, con media cero
y varianza O'g. La realizacién del choque fiscal es observada a comienzos del periodo.
Nétese que por construccién el valor medio de 74 es 7*. La recaudacién de este impuesto
es usada para financiar un gasto de gobierno improductivo (recursos arrojados al mar).
No hay deuda pdblica, por lo que el gobierno debe mantener un presupuesto balanceado

en cada periodo.

i) Usando variables por unidades efectivas de trabajo, defina un equilibrio competitivo

estocastico para esta economia;

ii) Obtenga las condiciones de primer orden y caracterice lo mejor posible el equilibrio

deterministico, con €4 = 0, V{;
iii) Usando las condiciones en (ii) y las siguientes observaciones de largo plazo:
- Tasa de crecimiento del PIB per capita: 0.03

- Tasa de crecimiento de la poblacién: 0.02




- Participacién de las remuneraciones (antes de impuestos) en el ingreso nacional: 0.7
- Ratio capital sobre producto (K/Y"): 2

- Fraccién del tiempo destinada al mercado de trabajo: 0.3

- Gasto de gobierno como fraccién del PIB (G/Y"): 0.2

- Tasa de ahorro o ratio inversién sobre PIB (I /Y"): 0.16

calibre los parametros g, N, «, ﬁ 0, Yy T*. i Que estrategia sugiere para calibrar p y

2
og?

iv) Analice el efecto de un choque fiscal positivo (¢4 T=> 7¢ T) sobre el consumo, la
inversion, el producto y las horas trabajadas. jQue patrén de correlaciones entre estas
variables obtiene en este modelo? ;Es este patron diferente al que se obtendria en el
modelo de ciclos econémicos reales con choques tecnolégicos? No necesita demostrar

nada, solo dar una intuicién

3. Ciclos econémicos con choques de preferencias

Considere finalmente un modelo de ciclos econédmicos reales en el cual tenemos en vez
de choques tecnolégicos un choque en las preferencias por el ocio. Las preferencias del

consumidor representativo estan dadas por:

> t Ct Lt
Eq Y " |log 7 ) Tileg|1-%
t=0 t t

en donde 7y; es una variable aleatoria que sigue un proceso AR(1)

Va1 =7@=p)+pv e e~ N(0,07)

La idea es que algunos dias los agentes se despiertan con mas ganas de trabajar, otras
no. El tamafio de la familia representativa L crece a la tasa exdgena M. La empresa

representativa opera la funcién de produccién deterministica:

Yy = F (Ky, AiLy) = K (A L)t~




en donde la productividad del trabajo Ay crece a la tasa exégena g. La ley de movimiento

del capital es la habitual

i) Usando variables por unidades efectivas de trabajo, defina un equilibrio competitivo

estocastico para esta economia;

ii) Encuentre la ecuacién de Euler estocdstica para el consumidor y la condicién estatica

trabajo-ocio. Dé una interpretacién de ambas;

iii) Usando las condiciones de primer orden del problema deterministico (con v; = *,
Vt), calibre los pardmetros del modelo (o, g, 1, 3, 4, ) a las siguientes observaciones

de largo plazo:
- Tasa de crecimiento del PIB per capita: 0.02
- Tasa de crecimiento de la poblacién: 0.01

- Participacién de las remuneraciones al trabajo en el ingreso nacional: 0.6

- Tasa de interés real: 5%
- Fraccién del tiempo destinada al mercado de trabajo: 0.7
- Tasa de ahorro (o ratio inversién sobre PIB): 0.2

iv) Suponga que hay un choque positivo en la utilidad del ocio (€4 T== 74 T). Analice
el efecto de este choque sobre el producto, la inversidn, el consumo y las horas trabajadas.
iSon estas tres (ltimas variables prociclicas o contraciclicas en el modelo? No necesitan

demostrar nada, solo dar una intuicidén




[1l. LOG-LINEARIZACION DEL MODELO DE CICLOS ECONOMICOS

Repaso de Algunas Formulas Utiles

Definimos z; como la desviacién de la variable x; con respecto a su valor
de estado estacionario ™ en logaritmos

~ *

7t = log (x1) — log (")
Usando la siguiente aproximacion, para valores pequeios de cualquier vari-
able ¢,

Yyt ~ log (1 + yt)

esta desviacidon puede interpretarse en puntos porcentuales

Tt Ty — ™
)" ar

¢ = log < -

(© Carlos Urrutia, 2010

Algunos ejemplos sencillos de log-linearizacion
Ary =B = x;=0
Azy =Byt = T4 =1y

A:Etyt:B = Tt+y=0

A:C?yf:B = art+ By =0

Un poco mas dificil
Az +Byy=C = Axz*z;+ By*y: =0

iPor qué? Usar interpretacion en desviaciones porcentuales




Por ultimo, si tenemos una ecuacién no-lineal que no se puede log-linearizar
directamente

F (zt,y:) =0

podemos siempre usar una aproximacion de Taylor en torno al estado esta-
cionario

F(z*,y*) + Fr (=%, y") (z¢ — 2*) + Fy (=", y") (yt —y*) =0
es decir

o Fe (%, y") &t + y" Fy (2%, y") 9 = 0
dado que en estado estacionario también debe cumplirse que F' (z*,y*) = 0

Notese que las formulas de la pagina anterior pueden derivarse a partir de
esta regla general

Log-Linearizando el Modelo de Ciclos Econdémicos Reales

Recordemos las condiciones de primer orden del modelo de ciclos econémicos
reales, con funcién de utilidad logaritmica y tecnologia Cobb-Douglas:

(1>:Et{ ! [rt+1+(1—5)]}
Ct Ct+1

1
(1—¢)Clt=¢(1‘“)

wt

™2

ct =yt —Ykir1 + (1 —6) k¢

en donde v = (1+n)(1+g). Todas las variables estdn en unidades
efectivas de trabajo menos el empleo, que es en términos per-capita




La funcién de produccién

ye = 7 k{T

junto con los precios
wy = (1 — o) ekl “

ry = aeztk?_ll%_a

y el proceso estocastico para el choque tecnoldégico
Zi+1 = Pzt + €511 ef ~ N <0, 02)

completan la caracterizacién del equilibrio competitivo

El estado estacionario deterministico del modelo lo podemos encontrar

facilmente, resolviendo el sistema
1 — a (k*)a—l (l*)l—a + (1 . 5)

B
a1 e(R)
G T Aoy ey

= (k) ()T~ [y - (1 - 9 K
para k*, [* y c*

Luego encontramos

vt = (R0

w* = (1 . a) (k*)a (l*)—a r* — o (k*)a—l (l*)l—a




Empezamos log-linearizando las condiciones de primer orden mas sencillas

U =z + ok + (1 — o)l (1)
W = zt-i-OzEt — Ozl~t (2)
fr=2—(1—a)k+(1-a)l (3)

Nétese que e* = log (e*) — log (eo) = z

La condicién de factibilidad queda

€& =y G — VK ki1 + (1 - 0) Kke
es decir
c*\ y* B _ ~
(k*) t = <k*> Ut — vkey1+ (1 —0) ke
o, reemplazando y; usando (1)

<]Z>:<> ct = [(i:)a-l-(l—(s)] Et+ (Z:) (1—04)1;—1— <Z:> Zt—’Y%t—&—l

(4)




Podemos escribir la condicidn estdtica consumo-ocio en logs

log (1 — @) — log (ct) + log (wt) — log (¢) + log (1 — 1) =0

por lo tanto

e~ —

wt—5t+(1—lt):0

Ahora bien

. (1-4)—(@1-17)
(1—1) 119

- o\ =1 Ay
D R VI R A T

%

de donde reescribimos

o\ -~
@—é—(LJJQ:O

o, reemplazando w; usando (2)

*

1-—17*

zt+a%t—!a—|— ]th—Et:O (5)




Finalmente, nos queda la ecuacién de Euler

”(1):&{ ! [rt+1+(1—6)1}
B \ct Ct+1

de donde
) 1 P
—c = E [re41 + (1= 0)]
Ct+1
= FEj {Tt+1 +(1-96) - Et+1}
= Ei{Yrig — a1} = v B — Eicig
con ¢ = 7’*—1—7(:—5) = 7/'67_/%_5). Reemplazando 7; usando (3)

& = ¢YFz1 — (1 — a)YFiki 1+ (1 — @) WEdy 1 — B (6)

Reescribiendo las ecuaciones (4)-(6), el sistema log-linearizado para este

modelo queda como

(1-9)+ (i:) Oé] %t— (i:) (1-— Oé)zvt—i— (Z:) Cct— (i:) Zt =

E3

1—1*

7’%4-1—

lt — ¢ +2=0

aEt — [oz —+
— (1= ) ¢Etki11+ (1 — @)Y Eilii1 — Eid1 + ¢ Eiz1+ & = 0

con

Zi+1 = P2+ €511 ef ~ N (0, 02)




Método de Coeficientes Indeterminados

Supongamos la siguientes regla de decisiéon éptima

Et—i—l = ark; + apz
Dada esta regla, podemos reescribir la condicién de factibilidad (4) como

k*

(oo 2o ()

~ [al%t + agzt] — [(1 —0)+ <y*> a] ky

O bien

[an —(1-9) - (Z:) O‘] ki
- (;) (1—a)li+ (;) i+ (Wz - Z*> =0 (7)

La condicién consumo-ocio en la ecuacién (5) ya es estatica

*

1—1*

Oé%t—[a#— ]z;—5t+2t=0 (8)




Resolviendo (7) y (8) simultaneamente, podemos obtener ¢ y I; como

funciones lineales de k; y zt, digamos
Ct = blét + bzt
Iy = diky + doz

Notese que los coeficientes by, by, dy y do son funciones de aj y ap, ademas
de los parametros conocidos del modelo

Reemplazando ¢, ¢i41y Zt+1 en la ecuacién de Euler (6), tenemos

~ (1= ) YEtky1 + (1= a) Y By |dikypq + dozep1]
— L [bl%tﬂ + szt+1} + Y Bz + [blgt + szt} =0
es decir

[(1 — @) pdy — (1 — @) ¢ — b1] Eykyyq

+[(1 — ) vdy — by + Y] Erzgq1 + brke + bpz = 0




o, puesto que el proceso estocastico implica Eiz; 1 = pz

[(1 - a)ypdy — (1 — @) ¢ — b1] Etkyya

+[(1 — a)wbdp — by + ] pz¢t + brks + bozy = 0

La regla 6ptima que satisface esta ecuacidn es

ki1

(et
Tl —a)p+b— (1 —a)gdy |

+{[(1—a)¢d2—b2+¢]P+b2}z
(I —-a)+b1 — (1 —a)vd;

Por lo tanto,

al —

b1 (a1, a2)
(1 — )+ b1 (ay,a2) — (1 — a)ypd (az, a2)

[(1 — a)ds (a1,a2) — by (a1, a2) + Y] p + ba (a1, as)

(1 —a)y + b1 (a,a2) — (1 — a)ypdy (a1, ar)

definen un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, a1 y a»

Una vez hallados estos coeficientes, podemos encontrar by, by, di y d>




Simulacién y Funciones Impulso-Respuesta
La solucién del modelo log-linearizado nos arroja las siguientes reglas de
decisidén éptimas lineales
ki+1 = a1k + az
Ct = b1kt + boz
ly = dike + dozt
de donde podemos deducir también usando (1)

U = z+aki+(1—a)l
= [a+ (1 —a)d]k+[1+do] 2

De manera similar para wy, 7+ y otras variables de interés

Iterando en

ki11 = arke + apzt

_ z
Zt41 = PRt T €141
podemos simular una secuencia arbitrariamente larga de valores para kt y

zt, partiendo de kg y zg dados y tomando una secuencia de realizaciones
para los choques &7

Normalmente se parte del estado estacionario deterministico, en donde por
definiciéon kg = 290 =0

Una vez obtenidas estas secuencias, podemos simular las secuencias corre-
spondientes para ¢, lt, yt, etc., y calcular los estadisticos que caracterizan
los ciclos econémicos en el modelo (S.D, correlaciones, etc.)




Para entender los mecanismos de transmision del modelo, resulta util hacer
el siguiente experimento:

Partiendo nuevamente del estado estacionario (%0 = zg9 = 0), suponga que

e En el periodo inicial tenemos un choque positivo ¢{ >0 = 21 >0

e En los periodos siguientes, €5 = e3 =¢3... =0

Las trayectorias correspondientes para k¢, z¢, ¢t, l+, Y+, etc., muestran la
respuesta dindmica de estas variables ante un Unico choque en el periodo
inicial (funciones impulso-respuesta)

PROBLEMAS SELECCIONADOS

1. Resolviendo el modelo de ciclos econémicos reales log-linearizado

Considere el modelo de ciclos econémicos reales con funciéon de utilidad logaritmica,

tecnologia Cobb-Douglas y condiciones de primer orden:

gl <1> _ Et{ L et —5)1}
B \ct Ct41

1
(1-9)- = ¢len) <jujt>

ct =yt —Ykir1 + (1 —6) ke

mads la funcién de produccién estocastica

yp = ek 241 = Pzt + €541 ef ~ N (O, 02>




y los precios

wy = (1 — o) ekl re = ozeztk?_ll%_a

i) Encuentre los valores del estado estacionario deterministico del modelo (con 87'52 =
z+ = 0, Vt) para las variables k*, 1* c*, y*, w* y r* como funcién tinicamente de los

parametros del modelo (3,7, ¢, 9, a)

ii) Muestre que log-linearizando en torno al estado estacionario las condiciones de primer

orden del modelo obtenemos la condicién de factibilidad

(1-9)+ (Z:) a] ki — (i:) (1 —a)th%-(Z:) ct— (Z:) zt =0

la condicién estatica consumo-ocio

Yhi+1—

*

1—1*

Oé%t—[a%- ]E—5t+2t=0

y la ecuacién de Euler estocastica

— (1 —a)YEiki1 + (1 — @) WEdi41 — Erép1 + Y Eizi 1+ =0

*

= __r
con Y = 51 =g)
iii) Asuma la siguientes regla de decisién 6ptima
k11 = arke + apzy

Usando esta regla y las primeras dos ecuaciones del sistema anterior, encuentre [ y ¢t
como reglas lineales de las variables de estado. Es decir, encuentre los coeficientes bl,

bo, di y do> tales que

& = biky + bozy Iy = diky + doz

satisfagan dichas ecuaciones. Estos cuatro coeficientes deben quedar expresados como

funcién dnicamente de los pardmetros del modelo, mas aj y as




iv) Reemplazando los resultados del inciso anterior en la versién log-linearizada de la
ecuacién de Euler, encuentre un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en los
coeficientes a1 y a». Resuelva este sistema y encuentre expresiones para a1 y a2 como
funcién tnicamente de los parametros del modelo. ; Cémo eligen una de las dos raices en

la ecuacién cuadratica correspondiente?

2. Resolviendo numéricamente el modelo de ciclos econémicos reales

Usando las reglas de decisidon obtenidas en la pregunta anterior y los siguientes valores de

los parametros:

8 =0987 ~=1.028 ¢ =064 6=0.012

a=04 p=095 o=0.007

y partiendo de un estado estacionario (kg = 2 = 0), respondan a las siguientes
preguntas numéricas. Para ello pueden usar Excel o bien alglin programa mas avanzado

como Matlab

i) Dado el valor de p y 0, genere una secuencia larga (5000 periodos) de realizaciones de

las innovaciones f—:f y del choque tecnoldgico zt.

ii) Dados los valores de %0 y la secuencia de realizaciones de 2zt encontrada en el in-
ciso anterior, construya y grafique la secuencia correspondiente para el capital (en log-
desviaciones del estado estacionario), también por 5000 periodos. Construya y grafique
las secuencias correspondientes para el consumo, el empleo, la inversién y el producto,

también en log-desviaciones del estado estacionario y por 5000 periodos

iii) Eliminando los primeros 2000 periodos de las series obtenidas en el inciso anterior,
calcule la varianza de ¥, C¢, [t e gt, y las correlacién entre Ct e Yy, th e Yt y finalmente
it eyt

iv) Finalmente, grafique las funciones de impulso-respuesta para ¥¢, Ct, th e % ante
un choque tecnoldgico positivo en el periodo 0 de dos desviaciones estdndar (es decir,
88 = 20, 8? = 0Vt > 0). iQué informacién sobre el funcionamiento del modelo

pueden extraer de esas funciones impulso-respuesta?




