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Introduccién

Durante el mes de julio de 1998 tuve a cargo el curso de Macroeconomia Avan-
zada, en el Post-Grado de Ilades-Georgetown University, en Santiago de Chile. El
objetivo del curso fue introducir algunos métodos numéricos para resolver modelos
dinamicos de equilibrio general, y estas notas recojen lo principal de su contenido.

Los modelos dinamicos han cobrado mayor importancia en la literatura macroe-
conémica reciente, especialmente tras la publicacién del articulo de Kydland y
Prescott (1982). Lamentablemente, su uso se ha visto limitado por la carencia de
soluciones analiticas simples, lo que obliga a aproximar numéricamente las trayec-
torias éptimas de las principales variables. En este curso presenté algunos de los
métodos desarrollados en esa linea, con énfasis en la programaciéon dindmica y el
método de aproximacion lineal-cuadratica.

Si bien en cada sesion presenté brevemente la base tedrica detras de cada
método, el énfasis del curso fue aplicado. La idea fue que los alumnos trabajaran
con problemas concretos escribiendo sus propios programas. Los ejercicios y pro-
gramas (en lenguaje MATLAB) presentados en el apéndice al final del documento
permiten al lector sentarse frente al computador y empezar a experimentar con
estos métodos.

Dado el carater introductorio del curso no fue posible cubrir varios de los
avances mas recientes en este campo. En particular, dejé de lado aquellos modelos
basados en residuos ponderados, incluyendo el de expectativas parametrizadas.
Algunas referencias titiles al respecto son los articulos de McGrattan (1994 y 1998)
y Den Haan y Marcet (1990). Asimismo, no se cubrio el tema de computacion de
modelos con agentes heterogéneos. Nuevamente, el articulo de Rios-Rull (1998)
es una excelente introducion al tema.

Debo terminar agradeciendo a mis colegas de Ilades-Georgetown University
por la invitacién que dio origen a este curso, asi como a los alumnos que siguieron
con paciencia cada una de las sesiones. Espero haberles transmitido como mensaje
que estos modelos dindmicos de equilibrio general son ttiles y, armado de las
herramientas adecuadas, pueden dar respuestas a problemas importantes.



1. Primera Sesién

Esta primera sesion tiene tres objetivos. Primero, introducir un modelo dindmico
simple de equilibrio general con fundamentos microeconémicos. Resolver este
modelo y sus posibles extensiones serd el tema central del curso. Segundo, fa-
miliarizar a los participantes con algunas técnicas béasicas de analisis numérico
necesarias para el curso. Finalmente, presentar algunos métodos simples para re-
solver modelos dinamicos. Estos métodos tienen grandes limitaciones, pero por su
sencillez constituyen un buen primer paso para el investigador que busca sentarse
frente a la computadora y obtener una respuesta rapida.

1.1. El Modelo de Crecimiento Neoclasico

Empecemos describiendo el tipo de modelo que queremos resolver. Un desar-
rollo fundamental a la base de la Macroeconomia moderna es el llamado Modelo
de Crecimiento Neocldsico. En este modelo, las decisiones de los agentes son
modeladas de manera explicita en un contexto intertemporal. A continuacion
presentaremos el modelo determinisitico bésico, dejando para la proxima sesion
el modelo con incertidumbre.?

1.1.1. El Modelo Deterministico Basico

Existen dos tipos de agentes en esta economia. En primer lugar, tenemos un
numero grande de consumidores idénticos, que viven un infinito niimero de periodos
y que podemos modelar como un unico agente representativo. En segundo lugar,
tenemos un numero grande de firmas idénticas que producen el tnico bien de la
economia, y que podemos modelar también como una tnica firma representativa.

El agente representativo tiene preferencias descritas por la funcién de utilidad
intertemporal:

U ziﬁtu(ct) (1.1)

en donde u es una funcién de utilidad de un periodo que asumimos céncava (u. > 0
y Uee < 0) y B es un factor de descuento que asumimos constante.

2Una presentacion mds detallada de este modelo y sus extensiones puede encontrarse en
Urrutia (1996). Otra referencia util, pero més concisa, es el articulo de Cooley y Prescott

(1995).



Dicho consumidor posée todo el capital y trabajo (normalizado a una unidad)
en la economia, que renta a las firmas. Al mismo tiempo compra a estas firmas
el Unico bien, que puede ser usado tanto para consumo como inversién. Pero el
agente representativo es también dueno de la firma, por lo tanto recibe todos los
beneficios que ésta pueda generar.

El consumidor enfrenta entonces la siguiente restricciéon presupuestaria:

ct + 1 = wy + reky + 1L (1.2)

en donde los gastos en consumo e inversion deben ser iguales a los ingresos (salarios
mas renta del capital mas beneficios) en cada periodo. Nétese que estamos nor-
malizando el precio del tinico bien para que sea igual a uno en cada periodo, por
lo tanto w; y 7 son precios relativos expresados en unidades del 1inico bien.

El stock de capital del consumidor crece de acuerdo a:

kipr = (1 = 6)ky + 44 (1.3)

en donde 6 es una tasa constante de depreciacién.

De otro lado estd la firma representativa, que renta capital y trabajo para
producir el tinico bien en la economia, usando la funcién de produccién agregada
con retornos a escala constantes:

Y, = F(Kt, Lt) (1-4)
en donde asumimos que Fy, Fiy > 0, Fxg, Fyy < 0y Fgny > 0. Puesto que la
oferta de trabajo es ineldstica y normalizada en una unidad, reescribimos:

Y = F(K, 1) = [ (K) (L5)

con fr >0y frx <O.
El objetivo de esta firma es maximizar beneficios II; en cada periodo, en donde:
Ht: Yt—wt —Tth (16)

normalizando nuevamente el precio del tmico bien para que sea uno en cada
periodo. Podemos demostrar que con rendimientos a escala constantes los benefi-
cios van a ser siempre iguales a cero.



1.1.2. Equilibrio General Competitivo

Un Equilibrio General Competitivo (EGC) para esta economia es un conjunto de
secuencias para las cantidades ¢, i, kir1, Yz v K¢ y los precios wy y ry tales que:
i) Dados ko > 0, wy y r¢, las secuencias ¢, i y ki+1 resuelven el problema:

max > Blu(cr) (1.7)
=0
s.t. ct + it = w¢+ Ttkt Vit

ki1 = (1—06) ke +1y Vit
ii) En cada periodo t, dados w; y 7, los valores Y; y K, resuelven el problema:

max Y —wy — i K (1.8)

s.t. Y, = f(K)

iii) En cada periodo t, hay igualdad entre oferta y demanda:

Yi=c¢+i (1.9)

Ky =k (1.10)

En este curso vamos a revisar un conjunto de métodos para aproximar el Equi-
librio Competitivo, es decir, para encontrar valores numéricos para las secuencias
de consumo, inversion, capital, producto y precios que satisfagan la definicién
anterior. Esto requiere en primer lugar especificar las formas funcionales para la
funcién de utilidad u (c) y la funcién de produccién f (K), asi como valores para
todos los parametros del modelo (incluyendo 3 y ¢). Los criterios para asignar
esos valores dependen ya del investigador y no serdn cubiertos en este curso.?

3Una introduccién al método de calibracidn y al debate con la econometria tradicional puede
encontrarse en Cooley y Prescott (1995) y Bergoeing (1998).



1.1.3. El Problema del Planificador Social

Consideremos por un momento una economia como la descrita anteriormente,
pero en la cual las decisiones son tomadas por un planificador social o un dictador
benevolente. Este planificador busca maximizar la utilidad del agente represen-
tativo (1.1), sujeto a las restricciones tecnolégicas dadas por (1.3) y (1.4). Las
cantidades resultantes de esta maximizacién son Optimos de Pareto, en el sentido
que no es posible aumentar la utilidad de algun agente sin reducir la de otro.

Formalmente, un Optimo de Pareto (OP) para esta economia es un conjunto
de secuencias para las cantidades c¢;, 4 y ki1 que, dado ky > 0, resuelven el
problema del planificador social:

o0

max > Blulcy) (1.11)
=0
s.t. ci+ip = f(ky) vt

ki = (1—8)ke+ip Wt

Podemos demostrar que si no existen distorsiones tales como impuestos o ex-
ternalidades, todo EGC es un OP y para cada OP existe un sistema de precios que
lo hace un EGC. Esta equivalencia entre el problema del planificador social y los
problemas de familias y firmas competitivas es una aplicacion directa de los Teore-
mas del Bienestar. En la practica, nos permite hallar el EGC resolviendo primero
el problema del planificador social, que es mas sencillo, y luego encontrando los
precios.

1.2. Introduccion a los Métodos Numéricos

A continuacién veremos algunos procedimientos numéricos que mas adelante seran

utiles para el desarrollo del curso. En particular, veremos como aproximar numéricamente
la solucién de un sistema de ecuaciones no-lineales y como calcular la matriz Ja-
cobiana de una funcién, sin necesidad de conocer las expresiones analiticas para

las derivadas.

1.2.1. Solucién de Ecuaciones No-Lineales

Varios de los métodos que vamos a revisar en este curso se reducen finalmente a
resolver un sistema de ecuaciones, posiblemente no-lineales. Sea x = (z1,%2, ...xy)



un vector columna de n componentes, y F(z) una funcién que transforma valores
de R" en R™. Queremos encontrar algun vector Z, no necesariamente tnico, tal
que F(z) = 0. Dado que no podemos resolver analiticamente la ecuacién, vamos
a aproximar numéricamente su soluciéon mediante un vector que denotamos por
z.

Para ello, un procedimiento sencillo se conoce como el método de Newton-
Raphson. La idea es usar una expansion de Taylor de la funcién F' en torno a la

solucién aproximada z, del tipo

F(z)~ F(z)+J(z) (r — ) + términos de orden mayor (1.12)

en donde J (Z) es la matriz Jacobiana con las derivadas parciales de F' evaluadas
en r:

Fn(ﬂ:?) F12(5?) F1n(3:5)
1@=| P T
| Fu(2) Fo(@) .. Fan(3) |

_ 9F. (%
y Fy; () = 2842,
Una aplicacion del Teorema de Taylor nos asegura que, conforme ¥ se acerca al
valor z, los términos de orden mayor tienden a cero. Luego, manipulando (1.12)

evaluada en Z obtenemos:

tr~z—J(Z) " F(3) (1.13)

que es la base del método de Newton-Raphson.

El algoritmo en st sigue los siguientes pasos. Primero debe proponerse una
soluciéon xp, usando en lo posible el conocimiento que tengamos acerca de F.
Ademds, debe establecerse un criterio de tolerancia, es decir un valor minimo
para el margen de error que consideramos aceptable. Con s = 0, iniciamos el
siguiente procedimiento iterativo:

1. Calcular el vector F (z°) y la matriz J (x%);

2. Calcular el vector 2°*! usando la siguiente regla:

xs-i—l =5 — J(.CES)_I F(SE‘S)



3. Evaluar la norma o distancia ||z°t1 — 2°||.* Si esta distancia es mayor que
el criterio de tolerancia establecido, regresar al paso 1 con s = s+ 1. En
caso contrario, el procedimiento termina con z = z5+1.

Si empezamos con un candidato zy suficientemente cerca de z, puede de-
mostrarse que el método de Newton-Raphson converge a dicha solucién. Sin
embargo, si empezamos lejos de & el método convergera a otra solucién (en caso
de que esta no sea tnica) o bien diverger4, es decir la distancia ||z**1 — 2°|| se ird
haciendo cada vez mayor. De ahi la importancia de probar distintos valores para
xo antes de aventurar una solucién definitiva.

Otra desventaja de este método es que requiere tener expresiones analiticas
para todas las derivadas parciales de F, a fin de calcular J (z°) en cada iteracién.
Un método alternativo al Newton-Raphson, conocido como el método de secante,
es similar al anterior en cada paso con la excepcion de que usa derivadas numéricas
para aproximar J (z°). Pese a ser més sencillo de implementar, el método de
secante es menos preciso, y en ocasiones resulta mas dificil obtener convergencia.

1.2.2. Derivadas Numéricas

Queremos obtener una aproximacién numérica para la matriz Jacobiana J (z), que
descomponemos en sus n columnas J (z) = [J; () Jy(z) ... J,(z)] siendo
Ji (z) el vector columna con las n derivadas parciales de la funcién F' con respecto
a Xj.

Sea h es un vector columna de n componentes (incremento). Cuando los
valores de h son pequenos, podemos usar la expansién de Taylor:

F (214 h1,22,...,200) = F () + J1 (7) 1

F(x1,x2 4+ ha,...,xn) = F (z) + J2 (z) he

‘Hay varias maneras de definir el concepto de distancia entre dos vectores de dimensién n.
Los mas usados son la norma Euclideana:

le =yl = V(@1 — g0+t (n— )

y la llamada sup-norma:

HI* yH = maxﬂxl - y1| PR ‘In 7y’n‘}

Noétese que cuando n = 1, ambas férmulas se reducen al valor absoluto habitual.

7



F($1,$2,...,$n+hn) %F(:E)—i_‘]n(‘r)hn

de donde obtenemos para cada ¢ =1,...,n

L 1P @1y 21+ By ey 20) — F ()] (1.14)

Ji ~
(@)~ 5
Alternativamente, podemos aproximar numéricamente la matriz Jacobiana us-
ando la derivada por el lado izquierdo:
1
J; () ary [F(x) = F (21, ..., z; — hyy oy )] (1.15)

0, tomando x como el punto medio:

Ji (z) = % [F (21, sy + hyy ooy xy) — F (2,2 — hyy oy )] (1.16)

Esta tultima féormula es considerada mas precisa, a menos que exista una discon-
tinuidad en la funciéon F' evaluada en .

Al igual que el criterio de tolerancia, la eleccién del vector de incrementos h
es arbitraria. Nuevamente, conviene asegurar la respuesta probando con valores
progresivamente mas pequenos, hasta que el valor de las derivadas se estabilice.

1.3. Métodos Iterativos Simples

Veamos ahora algunos métodos sencillos para calcular el Equilibrio Competitivo
en un modelo deterministico similar al presentado a comienzos del curso. Em-
pecemos trabajando con el problema del planificador social (1.11). Analizando
las condiciones de primer orden del problema, podemos demostrar que la trayec-
toria 6ptima para el capital k, satisface en cada periodo la ecuacidn de Euler:

wlf (k) = kepr + (1= 6) ki
Bu [f (k1) — kpyo + (1= 0) ke

y converge monoténicamente hasta su valor de estado estacionario, dado por:

= fi (k1) + (1 = 6)



kK= f! [—; —(1- 6)1 (1.17)

Podemos reescribir la ecuacion de Euler como:

U (kpyo, ket ke) = 0 (1.18)

y el problema se reduce a resolver la ecuacién en diferencias no-lineal (1.18) de
segundo orden en k¢, con una condicién inicial (kg > 0 dado) y una condicién

final, k*.
1.3.1. Shooting

Un método sencillo para resolver el problema anterior se conoce como shooting.
El método supone que la economia alcanza su estado estacionario en un niimero
finito T de periodos, fijado arbitrariamente al comienzo. También proponemos

un valor inicial para k1 (denotado por £Y) e iniciamos la siguiente iteracién, con
s=0:

1. Dados ko y ki, hallar k5 resolviendo:
U (ko, ki, k3) =0
usando Newton-Raphson o algtin otro método numérico.

2. Calcular k3, ..., k% resolviendo recursivamente:

W (1, kg, k3) = 0

S S S —
v (kT—Za T—1s kT) =0
3. Evaluar |k3 — k*|. Si esta distancia es mayor que el criterio de tolerancia
acordado, regresar al paso 1, con s = s + 1 y un nuevo candidato &{™'. En
caso contrario, el procedimiento termina con la solucién k;, = k.

El tercer paso verifica si la trayectoria k; calculada converge hacia el valor de
estado estacionario k*, que podemos calcular a partir de (1.17). Si no converge,
cambiamos el valor de k; y volvemos a recalcular la secuencia, hasta obtener



convergencia. Notese que una vez obtenida la secuencia de valores para k; podemos
calcular las trayectorias para c;, y;, wy, r; y cualquier otra variable de interés,

usando las siguientes condiciones:
ye = f (ke)
it =keyn — (1 —06) ke
Ct = Y — Ut
Ki =k
Tt = fk (Kt)

wr = [ (Ki) — fo (K¢) Ky
obtenidas de la definicién del Equilibrio Competitivo.

1.3.2. Gauss-Seidel

(1.19)
(1.20)
(1.21)
(1.22)
(1.23)

(1.24)

Un problema del método del shooting es que no existe un procedimiento sis-
temético para ajustar el valor propuesto para k; al final de cada iteracién. Una
alternativa que evita este problema es el método de Gauss-Seidel. Nuevamente
suponemos que la economia alcanza su estado estacionario en un ntmero finito
T de periodos. Esta vez, proponemos valores iniciales para toda la secuencia

kY, ..., k9 e iniciamos la siguiente iteracién, con s = 0:
1. Dados ko y k3, hallar ki resolviendo:

U (ko, k™, k3) = 0

usando Newton-Raphson o algtin otro método numérico.

2. Calcular ks, ..., k5™ resolviendo recursivamente:

U (B kst k) =0

U (K5, k5t k) =0

10



3. Evaluar |k} — k*|. Si esta distancia es mayor que el criterio de tolerancia
acordado, regresar al paso 1, con s = s + 1. En caso contrario, el proced-

o i - 1
imiento termina con la solucién k; = kj .

El tercer paso verifica nuevamente si la trayectoria kj calculada converge hacia
el valor de estado estacionario £*. Si no converge, nétese que ya no necesitamos
volver a proponer una secuencia de valores iniciales k31, ..., k5™ | pues estos se
obtienen de la 1ltima iteracién (segundo paso).

1.3.3. Resolviendo Directamente el Equilibrio Competitivo

En ciertas aplicaciones en las cuales los teoremas del bienestar no se cumplen®, es
necesario resolver directamente el Equilibrio Competitivo. Para ello, trabajamos
con la ecuacién de Euler obtenida del problema del consumidor (1.7):

ulwe 4 rike — ki1 + (1 — 0) ki
Bulwepr + regprkepn — ko + (1= 0) kg

=711+ (1-0)

una ecuacion en diferencias de segundo orden en k; que depende de las secuencia
de precios 1 y wy:

D (kit2, kiv1, kel we, wega, re,7e41) = 0 (1.25)

También tomaremos en cuenta las condiciones de equilibrio (1.22), (1.23) y (1.24).

Un método simple para resolver este problema implica una doble iteracién.
Primero, siempre suponiendo que en T’ perfo dos se llega al estado estacionario, pro-
ponemos una secuencia inicial para el capital agregado K§, K?Y, ..., K%, cuidando
que K = ko y que K = K*. Luego, seguimos el siguiente algoritmo (primera
iteracién), con s = 0.

1. Calcular todas las secuencias de precios usando (1.23) y (1.24).

2. Dados esos precios, resolver la ecuacién de Euler (1.25) usando el método de
shooting o de Gauss-Seidel (segunda iteracién) y obteniendo una solucién
kS, k5, ... k5.

5Estas aplicaciones incluyen modelos con distorsiones tales como impuestos o dinero, asi
como modelos con decisiones discretas y otras no-convexidades.

11



3. Verificar si ||(Kg, K7, ..., K7) — (kg, ki, ..., k7)|| es menor al criterio de tol-
erancia especificado. De ser asi, concluye el algoritmo. En caso contrario,
regresar al paso 1 con s = s + 1 y un nueva secuencia K = 3 5 (K +KF).

El dltimo paso verifica que la condicion de igualdad entre oferta y demanda
de capital (1.22) se cumpla en cada periodo. De no ser asi, reiniciamos el proceso
con una nueva secuencia de capital, obtenida como un promedio ponderado de la
secuencia propuesta al principio de la iteracion y la obtenida como resultado de
la misma.

1.3.4. Limitaciones

Hemos presentado un conjunto de métodos iterativos relativamente simples que
permiten resolver un Equilibrio Competitivo. Uno puede preguntarse si es nece-
sario revisar métodos mas complejos, y la respuesta es afirmativa. Lamentable-
mente, los métodos presentados en esta sesién tienen importantes limitaciones
para el trabajo cuantitativo.

Una primera limitaciéon es el nimero de variables. Algunas extensiones del
Modelo de Crecimiento Neoclasico, en los cuales hay otras variables de estado
ademas del stock de capital, requieren resolver sistemas de ecuaciones en difer-
encias con més de una variable. Ello en principio podria hacerse con multiple
iteraciones, una para cada variable, pero el proceso seria lento e ineficiente.

En segundo lugar, estos métodos solo sirven para modelos deterministicos,
pues no existe una manera sistematica de introducir incertidumbre al momento
de la computacion. Por lo tanto, se requieren métodos alternativos para resolver
modelos de ciclos econémicos, entre otros.

Por tdltimo, estos métodos basado en la ecuacion de Euler requieren que las
funciones objetivo sean continuas y diferenciables. Esto impide el analisis de solu-
ciones de esquina, decisiones discretas (como trabajar o permanecer desempleado)
u otras no-convexidades.

En las préximas sesiones revisaremos métodos numéricos un poco mas sofisti-
cados que permitan superar estas limitaciones.

12



2. Segunda Sesién

Esta sesion tiene como objetivo presentar el método de iteracién de la funcién de
valor. Para ello, empezamos reformulando la definiciones de equilibrio en términos
recursivos y presentando algunos resultados de la literatura sobre programacion
dinamica. Estos resultados constituyen la base tedrica para el método de iteracion
de la funcién de valor, que se presenta a continuacién para resolver el problema
del planificador social en un contexto deterministico. Finalmente, el método es
extendido para resolver y simular un modelo estocastico con shocks tecnologicos.

2.1. Formulacion Recursiva y Programacién Dinamica

Un Equilibrio General Competitivo Recursivo es un conjunto de funciones v (k, K),
ck,K),i(k,K), k" (k,K), precios w (K) y r (K) y ley de movimiento I" (K) tales
que:

i) Dadas las funciones w, r y I, la funcién de valor v (k, K') resuelve la ecuacion
de Bellman:

v(k,K)=max {u(c)+ pv (K, K"} (2.1)

c,i,k!

st. c+i = w(K)+r(K)k
K = (1-0)k+1
K = I'(K)
y las funciones ¢ (k, K), i (k, K) y k' (k, K) son reglas de decision dptimas para

este problema.
ii) Para todo K, los precios satisfacen las condiciones marginales:

r(K) = f'(K) (2.2)

w(K)=f(K)=f(K)K (2.3)
iii) Para todo K, hay igualdad entre oferta y demanda:

f(K)=c(K,K)+i(K,K) (2.4)
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iv) Para todo K, ley de movimiento agregada y comportamiento individual
son consistentes:

I (K) =k (K, K) (2.5)

Resolver un Equilibrio Competitivo en su formulacién recursiva consiste en-
tonces en encontrar un conjunto de funciones que satisfagan las condiciones an-
teriores. En particular, una vez encontradas las reglas de decision optimas y
partiendo de un ky dado, podemos reconstruir las secuencias para las principales
variables de manera recursiva:

ki = K (ko ko)
kz - k‘l (klvkl) - k/ (k’/ (l{fo,k’o),k’,(l{fo, ko))

y asi sucesivamente para k¢, t = 3,4, ... El Principio de Optimalidad asegura que
la secuencia resultante es igual a la que obtendriamos resolviendo el equilibrio en
forma de secuencias que vimos en la sesion anterior.

De manera similar, definimos un Optimo de Pareto Recursivo como un con-
junto de funciones v (k), c¢(k), i (k), k' (k) que resuelven la ecuacién de Bellman
del planificador social:

v (k) =max {u(c)+Bv(k)} (2.6)
st. c+i = f(k)
o= (1-08)k+i

La equivalencia entre el equilibrio competitivo y el problema del planificador social
se sigue manteniendo en este contexto.

2.1.1. Programacion Dinamica

Las ecuaciones de Bellman (2.1) y (2.6) son ejemplos de un problema més general.
Sea x un vector columna de n componentes, X un subconjunto de R", la funcion
de retorno F': X x X — Ry la correspondencia 2 : X — X. Con esos elementos,
definimos la funcién de valor v : X — R como la soluciéon de la ecuacién de
Bellman:
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v(w) =max {F(z,y) + v (y)} (2.7)
st. ye(x)

para todo x € X. Dada la funcién de valor, podemos definir la regla de decisién
o6ptima g : X — X como:

g(x) = arg max  {F(z,y) +fv (y)} (2.8)

st. ye(x)

es decir, la funcién que satisface:

v(z) = F(z,9(x)) + fv(g ()

Las propiedades de las funciones v y ¢ han sido analizadas en la literatura
sobre programacién dindmica®. En ella, se demuestra que si (i) X es un conjunto
convexo; (ii) () es un conjunto compacto y no-vacio, para todo = € X; (iii) la
correspondencia {2 es convexa y continua; (iv) la funcién F' es céncava, acotada y
continua; y (v) # < 1; entonces:

1. existe una unica funcién v que satisface (2.7);
2. v es continua, acotada y estrictamente céncava;
3. existe una tnica funcién g que resuelve (2.8);

4. g es continua.

En la mayor parte de ejemplos practicos que veremos, incluyendo el Modelo de
Crecimiento Neoclasico, las restricciones impuestas en las preferencias y tecnologia
aseguran que los supuestos (i)-(v) se cumplen.

Aparte de asegurarnos existencia y unicidad de la solucion, el método de pro-
gramacion dinamica nos ofrece un procedemiento para encontrar dicha solucion.
Definamos el operador T' : B(X) — B(X), en donde B (X) es el espacio de
funciones acotadas definidas en X, de la siguiente manera:

6Una referencia completa, aunque bastante técnica, puede encontrarse en Stokey y Lucas
(1989).
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Tl ()] =max  {F(z.y)+ Bv(y)} (2.9)
st. ye(x)

Encontrar la funcién de valor que resuelve (2.7) es equivalente a encontrar un
punto fijo del operador T', es decir, una funcién v tal que T [v] = v.

Bajo ciertas condiones técnicas, el operador T es una contraccién”. Por lo
tanto, partiendo de cualquier funcién v° € B (X), la secuencia v™ definida por:

ol = TW°

v = Tt =T%°

converge hacia el punto fijo v.

2.2. Iteracién de la Funcién de Valor

Volvamos ahora al problema del planificador social (2.6) en su froma recursiva.
Reemplazando las restricciones en la funcién objetivo, tenemos:

v (k)= max {ulf()+ (1 —=08)k—K]+ Bv(K)} (2.10)
st. K €0, f(k)+(1—0)k]

un problema equivalente a la ecuacién de Bellman general (2.7) con x = k, y = &/,
Fz,y)=ulf(@)+ (1 -8)z—yly Q) =0,f(z) +(1-0)z]

De acuerdo con la teoria de la programacién dinamica que revisamos breve-
mente, partiendo de cualquier funcién v° (por ejemplo, v° (k) = 0) la secuencia
v"™ definida por

o (k) =max  {u[f (k) + (1= 6) k= k) + Bo" ()} (2.11)

"El operador T es una contraccién con médulo 3 si existe un mimero 8 € (0,1) tal que
ITf(x) =Tg (@)l < B|f (x) — g(x)|| para todo f,g € B(X), z € X.

Las llamadas condiciones de Blackwell suficientes para una contraccién son: monotonicidad
del operador T, en el sentido que Tf < Tgsi f (z) < g (z) para todo x € X, y descuento, en el
sentido que existe un nimero 8 € (0,1) tal que T [f + a] (x) < T f (x)+ Ba para todo f € B (X),
x € X y a > 0. Nuevamente, los supuestos (i)-(v) mencionados anteriormente garantizan su
cumplimiento.
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sit. k' €10, f(k)+(1—06)k]
converge a la solucién v cuando n tiende a infinito. Esto constituye de por si

un método iterativo en un espacio de funciones; en esta seccién veremos como
implementarlo numéricamente.

2.2.1. Implementacion Numérica

Empezamos definiendo una malla de valores para k, es decir, un vector K =

(K1 Ks....Kp) con K1 = Ky, v K, = Ky Por simplicidad, podemos usar

puntos igualmente espaciados, con Ko = Kpin + 1, K3 = Knin +21 y asi sucesi-

vamente, en donde 7 = (Kmax — Kmin) / (p — 1) Mientras mas puntos usemos, es

decir mientras p sea mayor y 1 mas pequeno, la aproximacién sera mas precisa.
Luego, definimos una matriz M de la siguiente manera:

F(Kvil) F(KlaKQ) """ F(Kvip)
M — F (K, K1) F(Ky Kj) ... F (K Ky)
| F(Kp K F(KpK2) o F(EpKy) |

en donde F'(z,y) = u[f(z)+ (1 —0)x —y|]. La matriz M contiene la funcién
de retorno evaluada para cada posible k € K y k' € K. Sin embargo, sabemos
que no todos esos valores son posibles. La restriccion k' € [0, f (k) + (1 — ) k]
nos permite eliminar algunas celdas de la matriz que son inalcanzables para el
planificador social, imponiéndole un valor cero®. Hacemos entonces:

Una vez construida la matriz M, el resto del procedimiento es una simple
iteracién. Empezamos con cualquier vector columna V° € RP (por ejemplo, VO =
0) e iniciamos el siguiente algoritmo con s = 0:

1. Dado el vector V* = (Vf,V;,...,V;) y la matriz M, calcular V*! de la
siguiente manera:

My + BVY Moy +BV5 ... My, + BV

Vst = max

[ My + BVP M+ 08Vy ... My, + BV -‘
| |
| |

| My + BV My + 8V .. My+ Ve |

80 un valor negativo (como por ejemplo —1000). El punto es impedir que el programa escoja
esa celda al calcular la maximizacién.
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donde el maximo es calculado por fila, es decir:

[ maX{Mn + BV, Mo + BVs, ..., My +5Vp5} -I
Vst — ' maX{M21 + BV, My + BV, ..., Moy, +5Vp5} '
| i { Mo+ BV My + 83 My + GV, ) |

2. Evaluar |[|[V*t! — V#||. Sila norma es mayor que el criterio de tolerancia per-
mitido, regresar al paso 1 con s = s+ 1. En caso contrario, el procedimiento
termina con la solucién V = V&1,

Una vez obtenida la aproximacion a la funcién de valor V' (evaluada en cada
uno de los p puntos de la malla), la correspondiente regla de decisiéon éptima G
se obtiene calculando:

My +8Vy Mg+ B8V .. My, + BV,
G = argmax Moy + Vi M+ Ve ... My + 3V,
| My + 6V Mg+pVy .. My,+8V, |

Es decir, G es un vector columna de n componentes, en donde G; € {1, ..., p} nos
indica el niimero de la columna que maximiza la fila 7.

Podemos entonces reconstruir la secuencia 6ptima de capital, partiendo de
ko = K; de la siguiente manera:

ki = K; con j=G;
/{32 = Kl con l:Gj

y asi sucesivamente.

2.2.2. Resolviendo el Equilibrio Competitivo

El método de iteracion de la funcién de valor es particularmente apropiado para
resolver el problema del planificador social. Sin embargo, su utilidad es menor al
momento de resolver directamente el Equilibrio Competitivo. La razén no es que
existan dos variables de estado, el capital individual y el agregado, pues eso seria
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una simple extension del método anterior. El principal problema es que la ley de
movimiento del capital agregado (la funcién I" en la ecuacién de Bellman (2.1))
debe ser conocida al momento de realizar la optimizacién. Sin embargo, este es
un objeto que solo conocemos luego de resolver el equilibrio.

Una forma de evitar este problema guarda cierta analogia con el metodo de
doble iteracién que vimos en la sesién anterior. Presentaremos solo la idea general,
pues su utilizacion es limitada en la practica. Suponemos que la ley de movimiento
tiene cierta forma funcional, por ejemplo un polinomio de grado n:

K' =T(K)=a; + aK?*+... +a,K"

y proponemos un vector inicial de pardmetros (a1, az, ..., an).

Dada esa ley de movimiento, la ecuacién (2.1) puede resolverse iterando la
funcién de valor. Obtenemos entonces la regla de decision 6ptima y, dado ky,
calculamos la secuencia 6ptima resultante ko, k1,..., k7. Con esos datos, corremos
la regresion:

kppr = ay+ agk? + ... + apk

y estimamos un nuevo juego de pardmetros (a1, ag, ..., a,). Si estos estan razon-
ablemente cercanos a los que propusimos, termina el procedimiento. En caso
contrario, volvemos a resolver la ecuacién de Bellman usando (ay, ay, ..., @, ) como
los nuevos pardmetros de la ley de movimiento.

Evidentemente, este método de doble iteracion sera mé&s preciso conforme
mayor sea el grado n del polinomio que se use para aproximar la ley de movimiento
del capital agregado. Pero aiin con un n grande, nada garantiza la convergencia
del algoritmo.

2.3. El Modelo Estocastico

Consideremos ahora un modelo un poco distinto, en el cual la productividad de
la firma representativa esta sujeta a un shock tecnoldgico . Es decir, en cada
periodo t, tenemos:

Y =6 f (Ky)

en donde 6, es una variable aleatoria que sigue un determinado proceso estocastico.
Las decisiones se toman en cada periodo antes de que el shock correspondiente
sea observado.
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Para poder aplicar el método de programacién dinamica, suponemos que los
shocks toman un numero finito g de valores y siguen un proceso de Markov de
primer orden. Es decir, 0 € (01,92, ey Qq) y Prob [9t+1 = Qj‘ 0, = 01} = . Ev-
identemente, debe cumplirse que E‘;Zl m;; = 1. La matriz II de orden ¢ X ¢ con
todas las probabilidades m;; se conoce como la matriz de transicion. )

Un Equilibrio General Competitivo, Recursivo y Estocdstico para esta economia
es un conjunto de funciones (o planes contingentes) v (k, K,0), ¢ (k, K,0), i (k, K, 0),
k' (k, K,0), precios w (K, 8) y r (K,0) y ley de movimiento I' (K, 6) tales que:

i) Dadas las funciones w, r y I', la funcién de valor v (k, K,6) resuelve la
ecuaciéon de Bellman:

v(k,K,0) =max {u(c)+BEqw (K,K' 0)} (2.12)

c,i,k!

st. c+i = w(K,0)+r(K,0)k
E = (1-06)k+1
K' = T(K,9)
y las funciones ¢ (k, K), i (k, K) y k' (k, K) son reglas de decisién 6ptimas para

este problema.
ii) Para todo K y 0, los precios satisfacen las condiciones marginales:

r(K,0) =0f (K) (2.13)

w(K,0)=0f(K)-0f (K)K (2.14)
iii) Para todo K y 6, hay igualdad entre oferta y demanda:
0f (K)=c(K,K,0)+i(K,K,0) (2.15)

iv) Para todo K y 6, ley de movimiento agregada y comportamiento individual
son consistentes:

[(K,0) =k (K, K,0) (2.16)

Noétese que, dada la forma en que hemos definido el proceso estocastico para
los shocks tecnoldgicos, podemos expresar el valor esperado en (2.12) como:
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Eyv (K, K", 0 ZW” (¥, K", 67)
Noétese también que las reglas de decisiéon 6ptimas son planes contigentes. Para
obtener las trayectorias correspondientes es necesario simular una historia com-
pleta de realizacion de los shocks tecnolégicos.

Similarmente, definimos un Optimo de Pareto Recursivo y Estocdstico como un
conjunto de funciones v (k, ), c(k,0),
de Bellman del planificador social:

(2.17)

i(k,0), k' (k,0) que resuelven la ecuacién

v(k,0) = max {u(c) + BEgv (K',0")} (2.18)
st. c+i = 0f (k)
K = (1-08)k+i

y nuevamente, en aquellos casos en que se cumplan los supuestos de los Teoremas
del Bienestar, resolveremos este problema como una manera indirecta de calcular
el Equilibrio Competitivo.

2.3.1. Iteracion de la Funcion de Valor

La ecuacién de Bellman (2.18) puede resolverse numéricamente usando el método
deiteracion de la funcién de valor. Dada una malla (K Kb...., K,) para el stock de
capital y la malla (61, 0a, ...,0,) para los shocks tecnoldgicos, definimos la matriz
M de orden pq x p de la siguiente manera:

F(K,K.,0,) F(K, K0, ... F(K,, K, 0)
F(Kpm@l) F(Kngel) - F(Kprel)
F(K1, K1,0,)  F (K1, Ko, 05) F (K1, K,,05)
e ﬁ(K KMHQ).... F(Kngez) F(Kpr02>
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en donde F'(z,y,60) = u[0f (z) + (1 —06)z —y|. Nuevamente, imponemos las
restricciones tecnoldgicas en la matriz M haciendo::

Mp(l—l)+’i,j EF(K“KJ,Ql) =0 si K] >9lf (Kz) +(1—5) KZ

Una vez construida M, escojemos cualquier vector columna V0 € RP (por
ejemplo, V? = 0) e iniciamos el siguiente algoritmo con s = 0:

1. Dado el vector V*® = (Vf, Vo, ...,fo]), calcular una matriz W?* de ¢ x p de

acuerdo a:
2= 17T1JVg(p D+ Zgzl 7T1J'Vj5(p*1)+2 Sy = 17T13V;(p D+p
We — Z] 17T23V (p—1)+1 2j=1 7T2jvjs(p—1)+2 Z] 1723V(p—1)+p
{Z] 17TqJV(p —1)+1 Zj 17TQJV](p D42 e Z] 17TQJV(P—1)+19J

2. Dados el vector W* y la matriz M, calcular la matriz M* de orden pq x p
de la siguiente manera:

My + BW Mz + W, o My + BV,
W +ﬁWH o 5W12 Mpp—i_ﬁWlsp
M, p+1,1 + 6W21 Mp+1,2 + ﬂWQQ Mp+1,p + BWQSP
M — M2p’1 + 5W21 M2p,2 + BWQQ szp+ﬁw2sp
| M(q Dp+1,1 +5W ”M(q “1)p+1,2 + ﬂW “.‘...‘.‘..‘”M(q_l)pﬂ’p + ﬁ
- qul+5 p2+5W e i1 +ﬁ .

3. Dada la matriz M*, calcular el vector V**! como:
Vel = max M*

donde el maximo es calculado por fila.

4. Evaluar |V**? — V¥||. Sila norma es mayor que el criterio de tolerancia per-
mitido, regresar al paso 1 con s = s+ 1. En caso contrario, el procedimiento
termina con la solucién V = Vst

La regla de decision 6ptima se calcula como antes:
G = argmax M”*

en donde M* es la matriz obtenida en el segundo paso de la iltima iteracion.
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2.3.2. Simulacidon de las Trayectorias Optimas

Con el método anterior, obtenemos la funcién de valor V' y la regla de decision
6ptima G evaluadas para cada stock de capital y cada shock tecnolégico. Estos
vectores estan ordenados de la siguiente manera:

[ U(Klﬁl) i I g(K1,91> i
v (K2,91) g (K2,91)
v (Kpbh) g (Kp,bh)
U(K1’92> g (KLHQ)
v (Kp,02) 9 (Kp,02)
v (K1,04) 9 (K104)

L v(Kpbq) | L g (Kp,0y) |

en donde [ = ¢(Kj,0;) nos indica que, dado el stock de capital y la realizacién
del shock tecnoldgico, el planificador social escogerd un stock de capital para el
siguiente periodo igual a K.

Para obtener una secuencia 6ptima de capital kg, k1, ..., k7 debemos entonces
simular primero una historia de realizaciéon de shocks tecnolégicos 6y, 01, ..., 01,
usando por supuesto la informaciéon contenida en la matriz de transiciéon II.
Cualquier lenguaje de programacién escoje nimeros aleatrios de acuerdo a una dis-
tribucién especifica. Por ejemplo, podemos pedir que escoja 0 asignando la misma
probabilidad 1/¢q a cada uno de los posibles valores en la malla (01, 02, ..., 9q). A
continuacién, pedimos que simule recursivamente una secuencia 61, ..., 07 de man-
era tal que, dado 0, = 6° , escoja 0,1 entre los valores (91,92, ...,9‘1) con una
distribucién de probabilidad (m;1, T2, .., T4)-

Una vez conocida la secuencia de shocks tecnoldgicos, podemos simular una
secuencia Optima para el capital ko, k1, ..., k7 v para el resto de variables, usando
la regla de decisién optima G. Estas secuencias representan series de tiempo,
cuyos principales estadisticos (media, varianza, patrén de correlaciones) pueden
ser calculados y comprados con los datos. Notese, sin embargo, que las series de
tiempo obtenidas dependen de la particular realizacién de los shocks tecnologicos.
Por eso, se recomienda hacer un niimero grande de simulaciones y usar el promedio
(entre simulaciones) de cada uno de los estadisticos mencionados.
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2.3.3. Limitaciones

El método de iteracion de la funcién de valor tiene la ventaja de ser bastante
preciso cuando la malla de valores para las variables de estado es suficientemente
fina. Ademads, permite incorporar incertidumbre de una manera natural. Sin
embargo, este método tiene a su vez ciertas limitaciones. Primero, su aplicabilidad
es mayor para economias en las que los Teoremas del Bienestar se cumplen y
podemos entonces resolver el problema del planificador social. Ya hemos visto
las dificultades que se presentan al tratar de resolver directamente el Equilibrio
Competitivo.

En segundo lugar, al aumentar el niimero de variables de estado y /o el niimero
de puntos en la malla, la dimensién del problema (de la matriz M) crece expo-
nencialmente volviendo este método muy lento y costoso en términos computa-
cionales.

Por ltimo, los métodos basado en la programacion dinamica solo permiten
introducir shocks estocasticos de una determinada estructura, basicamente pro-
cesos de Markov de primer orden con mimero finito de estados. Otros procesos
estocasticos mas generales requieren métodos distintos, como el que analizaremos
en la proxima sesion.

24



3. Tercera Sesion

En esta sesién revisaremos el método de aproximacion lineal-cuadratica en torno al
estado estacionario. Durante muchos anos, este método fue considerado estandar
para resolver modelos macroeconémicos dinamicos, especialmente el modelo de
Ciclos Econémicos Reales de Kydland y Prescott (1982). Empezaremos revisando
las técnicas para analizar y resolver problemas de maximizacién intertemporal en
los cuales la funcién objetivo toma una forma cuadratica y las restricciones son
lineales. Una buena referencia para esta seccién es el libro de Sargent (1987). En
la segunda parte, veremos como transformar el problema del planificador social
y el Equilibrio Competitivo en problemas lineal-cuadraticos, a fin de resolverlos
usando las técnicas anteriores.

3.1. El Modelo Lineal-Cuadratico

Consideremos el siguiente problema de optimizacién dinamica:

max B {a:fR:ct + 2yl Wy + ytTQyt} (3.1)
‘ t=0

s.t. Ter1 = Axi+ By + e Vit
6t+1 ~ (0, 2) Vt

en donde z; es un vector columna de p variables de estado (incluyendo la con-
stante), y; es un vector columna de g variables de control y ¢; es un vector de p
variables aleatorias (ruidos blancos) distribuidas conjuntamente con media cero
y matriz de varianzas-covarianzas Y. Las matrices de coeficientes Ryxp, Wyxp,
Qqxas Apxps Bpxq ¥ Spxp son datos del problema, asi como el vector inicial de
variables de estado z(. Finalmente, asumimos que tanto R como () son matrices
simétricas, R negativa semidefinida y () negativa definida.

El problema (3.1) pertenece a la clase de modelos lineal-cuadrdticos, en los
cuales se maximiza la suma descontada de una funcién objetivo cuadratica su-
jeto a una secuencia de restricciones lineales. En esta seccion estudiaremos las
propiedades de este modelo y un método numérico para resolverlo.

3.1.1. Ecuacion de Bellman

Podemos reformular el problema (3.1) de manera recursiva como un problema de
programaciéon dinamica:
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v(x) = max {xTRa: + 29" Wz + y'Qy + BEv (3:')} (3.2)

s.t. ¥ = Axr+ By+¢
e~ (0,%)

en donde el valor esperado dentro de la maximizacién se calcula en base a toda
la informacién contenida en el vector de variables de estado x.

Para resolver la ecuaciéon de Bellman (3.2), proponemos que la funcién de valor
tiene la siguiente forma:

v(r)=2TPx+d (3.3)

en donde P es una matriz simétrica, negativa semidefinida, de orden p X p y:

d=p(1-p8) "traza (PY) (3.4)
Mas adelante verificaremos que la solucién toma efectivamente esa forma.
Reemplazando esta solucién propuesta en (3.2), tenemos:

v(r) = max {a:TR:L’ + 20" Wz + 4T Qu + BE [(x’)T Px' + d}}
y, usando la ley de movimiento del vector de variables de estado:
v(z) = max {xTRx + 20" Wz +y'Qy
+0E [(Az+ By + €)' P(Az+ By +¢) + d|}
que, simplificando, nos da:
v(z) = max {a:TR:E + 20" Wz + y"Qu + 28y" BT PAx (3.5)

+8y" B PBy + Ba" ATPAz + BE (€)' P + fd}

Ahora bien, nétese que E (¢')" Pe’ = traza E (¢')" Pe' = traza PE ()" ¢ =
traza (PX). Reemplazando en (3.5) y usando la definicién de d en (3.4), obten-
emos finalmente:

v(zx) = max {mTRx + 20T Wz +yTQy + 268y BT PAx (3.6)

+8y" BT PBy + fa" ATPAx + d}
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3.1.2. Calculo de la Regla de Decision Optima

El siguiente paso consiste en resolver la maximizacién en (3.6), usando la condicién
de primer orden:

ov(z)
dy

= Wz +2Qy+ 26BTPAz + 26BT PBy = 0
que, despejando, nos da la regla de decisién 6ptima y = Gz, con la matriz:

G=—(Q+pB"PB) " (W+BB"PA) (3.7)

Noétese dos propiedades de esta regla de decisiéon optima. En primer lugar, es
una funcion lineal de las variables de estado. En segundo lugar, G es independiente
de la estructura estocastica del problema, en particular de la matriz de varianzas-
covarianzas ©°. Ambas propiedades son especificas al modelo lineal-cuadrético.

3.1.3. Iteracion de la Matriz de Ricatti

Nos queda verificar que la soluciéon toma efectivamente la forma propuesta en
(3.3), encontrando una matriz P que satisfaga:

t'Pr+d= 2"Re +2(Gx)" Wz + (Gz)" Q (Gz)

+26(Gz)" B'PAz + 3 (Gz)" B'PB (Gz) + fzTATPAz + d
en donde el lado derecho de la ecuacién se obtiene reemplazando la regla de
decision 6ptima en (3.6). Eliminando d de ambos lados y dividiendo la ecuacién
por Tz, nos queda:

P = R+2GT™W + GTQG + 2BGT"BT*PA+ BGTBTPBG + BATPA

y, reemplazando la definicién de G (3.7) y simplificando, obtenemos finalmente:

P= R+ BATPA— (W' 4 BATPB) (Q+BBTPB) (W + BBTPA) (38)

una expresion conocida como la ecuacion de Ricatti.

9A esta segunda propiedad se le conoce como equivalencia de certidumbre. Ella nos permite
hallar la regla de decisién 6ptima resolviendo el problema deterministico y usar la estructura
estocéstica del modelo inicamente para la simulacién de las trayectorias 6ptimas.
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Se puede demostrar que la ecuacién (3.8) tiene una inica solucién P simétrica
y negativa semidefinida. Ademds, podemos encontrar esa solucion mediante el
siguiente proceso iterativo. Partiendo de cualquier matriz Py simétrica y negativa
semidefinida (por ejemplo, Py = 0), calculamos recursivamente:

Pupr = R+ BATP,A— (W™ + BATP,B) (Q + BB"P,B) " (W + BB"F,A)

hasta obtener convergencia. Se demuestra que, conforme n tiende a infinito, la
secuencia P,, converge a la verdadera soluciéon P.

3.1.4. Simulacién de Trayectorias Optimas

Una vez calculada la matriz P que satisface la ecuacién de Ricatti, podemos
calcular la funcién de valor (3.3) y la regla de decisién 6ptima (3.7). Volviendo a
la ley de movimiento de las variables de estado:

Ty1 = Axy + By + €01

y reemplazando la regla de decisiéon 6ptima G:

Ti41 = (A -+ BG) T + Et+1 (39)

obtenemos un sistema lineal de ecuaciones en diferencia para x;, sujeta a shocks
estocésticos.

Este sistema nos permite simular las trayectorias optimas de las variables
de estado, dados xg y una determinada secuencia de realizaciones de los shocks
estocasticos £;. También nos permite analizar la estabilidad del sistema, es decir
si luego de un shock que aleje al vector z; del estado estacionario éste vuelve a
converger al mismo en el largo plazo. Para que el modelo sea estable, tiene que
cumplirse que los valores propios de la matriz (A + BG) sean todos menores que
uno en valor absoluto.

3.1.5. Computacion Eficiente

La eficiencia del método linear-cuadratico puede ser aumentada considerablemente
mediante unas simples transformaciones. La idea es simplificar la versién deter-
ministica del problema (3.2) eliminando el factor de descuento y los productos
cruzados, para obtener un problema de la forma:
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v(%) = max {#"Ri+ ¢ Qi + v ()} (3.10)

st. i =A%+ By

Esa simplificaciéon puede obtenerse mediante las siguientes transformaciones:

Ty = ﬁéxt

g = B (g +Q W)
R = R—wWTQ'w

Q =@

A = \/8(4-BQW)
B = /8B

Para resolver el problema transformado (3.10) seguimos los mismos pasos que
en el caso del problema original. En primer lugar, proponemos una solucién
v (%) = ZTPZ, en donde P es una matriz simétrica negativa semidefinida. En
segundo lugar, derivamos la regla de decisién 6ptima § = G, obteniendo:

G=-(Q+B"PB) B'PA (3.11)

Finalmente, calculamos la matriz P resolviendo iterativamente la ecuacién de
Ricatti:

P=R+ATPA-A"PB(Q+B"PB)  B'PA (3.12)

que es computacionalmente mds sencilla que su similar (3.8).
Notese que, una vez calculada la regla de decision 6ptima G, podemos recu-
perar la regla de decisién para el problema original:

y = (é — Q_lVV) x
e, introduciendo los shocks estocasticos, simular las trayectorias optimas de las

variables originales.
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3.2. Aproximacion Lineal-Cuadratica en Torno al Estado Estacionario

En general, los modelos con los que trabajamos no tienen una estructura lineal-
cuadrética equivalente al problema (3.2). No podemos, por lo tanto, aplicar el
método de solucién presentado en la seccién anterior, al menos directamente.
La estrategia que seguiremos es construir una aproximacion lineal-cuadratica a
nuestro modelo en torno al estado estacionario (deterministico), utilizando para
ello una expansion de Taylor de segundo orden. Esta técnica, usada inicialmente
por Kydland y Prescott (1982), es facilmente aplicable para resolver el problema
del planificador social. Como veremos al final, también podemos usar un versién
de este método para resolver el Equilibrio Competitivo en una economia para la
cual no se cumplen los supuestos de los Teoremas del Bienestar.

3.2.1. Resolviendo el Problema del Planificador Social

Empecemos con el problema del planificador social con shocks tecnolégicos en su
forma recursiva. Reemplazando las restricciones no-lineales dentro de la funcién
objetivo, tenemos:

v(k,0) = max {ul0f (k) —i] + BEsv (K,0)} (3.13)

st. K = (1-68k+i
¢ = (1—p)+pf+ey
gy ~ (0,03)

Noétese que hemos cambiado la especificacion estocastica de los shocks tecnolégicos.
En la sesion anterior trabajamos con un proceso de Markov de primer orden con
numero finito de estados. Hemos generalizado dicha representacion a un proceso
autoregresivo de primer orden con media uno. Una de las ventajas del método
lineal-cuadratico es que permite trabajar con este tipo de procesos.

Tenemos entonces identificadas dos variables de estado k, 6, asi como la vari-
able de control i. El siguiente paso es calcular los valores de estado estacionario
deterministico (eliminando el ruido estocéstico) de estas variables:

g = 1
o= 506



it = of" [—;—u—&]

y aproximar la funcién de retorno U (k,0,i) = u[0f (k) —i] mediante una ex-
pansién de Taylor de segundo orden en torno a dichos valores:

U (k,0,i) = U (e)+ U (o) (k = k%) + Uy (o) (0 — 07) + U; (o) (i — i)

+ (%) Uy, (o) (k — k%) + (—;) Upy (#) (6 — 0°)? + (—;) Ui (o) (i = i)?

ko (8) (k= k%) (6 — %) + Ui (9) (k — k%) (i — i°)

+Uyp; (0) (0 — 0°) (i — i) (3.14)
en donde todas las funciones con argumento (e) estan evaluadas en el vector de
estado estacionario (k*,6%,7%).

La aproximacién de Taylor (3.14) nos da una funcién de retorno cuadratica.

Reemplazandola en el problema del planificador social (3.13), tenemos ahora si
un objeto equivalente a (3.2), con:

1 €1
x=| k—k* y=[i—1" €= | €k
0— 0" €0

{ 2U (o) U, (o) Ugl(e -I {
(8) Ukg (o) W' =
Uy () Uo(e) Upo(e) J {

aclotsol sl s-l000 |
00 o] Lo ] [0 0 o]

y en donde R es simétrica y negativa semidefinida y @) es simétrica y negativa
definidal®.

Q

0Fstas propiedades de las matrices R y Q pueden demostrarse usando la concavidad de las
funciones de utilidad y de produccién.
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Podemos entonces resolver este problema mediante las técnicas analizadas en
la seccién anterior, obtener la regla de decisién éptima (lineal) y hacer las simula-
ciones estocasticas. Nétese, sin embargo, que todas las variables estdn expresadas
en términos de desviaciones con respecto al estado estacionario. Los resultados
deben transformarse adecuadamente para recuperar las variables en términos ab-
solutos.

3.2.2. Resolviendo el Equilibrio Competitivo

Trabajar directamente con el Equilibrio Competitivo implica resolver el problema:
v(k,K,0) =max {u(c)+ BEw (K', K, ¢)} (3.15)

st. c+i = w(K)+r(K)k

E= 1-68k+i
r(K) = fi(K)
w(K) = f(K)—=fi(K)K
K = T'(K)
0 = (1—p)+pb+ep
gy ~ (0,0‘3)

en donde la ley de movimiento del capital agregado I' no es conocida. Sin em-
bargo, sabemos que en equilibrio la igualdad K = k se cumple, aunque el agente
representativo no toma en cuenta esa condicion de equilibrio al resolver su maxi-
mizacion.

Reemplazando la restriccion presupuestaria y las definiciones de precios dentro
de la funcion de utilidad, obtenemos la ecuacién de Bellman:

v(k,K,0)= max {U(k,K,0,i) + BEq (K, K',0")} (3.16)
s.t. K = 1-06)k+i
¢ = (1—p)+pf+¢p

gp ~ (O, aZ)
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en donde U (k,0,i, K) = u[0f (K)—0fr(K)K+ 0fr(K)k—i], junto con la
condicién de equilibrio K = k.

Nuevamente aproximamos la funcién U mediante una expansién de Taylor de
segundo orden en torno al vector de estado estacionario (k*, 6, *, K*), obteniendo
un problema lineal-cuadratico del tipo:

v(x) = max {a:TRx + 2y Wa + 4" Qy + BEv (x’)} (3.17)

s.t. ) = Ari+By+Caxy+¢
g ~ (0,%)

mas la condicién de equilibrio:
xy = Dx; + Hy

en donde:

1 €1
xl{lgg:} zo = [K — K7 :c—l 1] y =[i—i" E{Ek

[ 2U (o) Uk(e) Us(e) Uxk/(e) ] [ Ui (o) ]
p_ | Us(e) Um(e) Uw(e) Ur(®) | pr_ | Uni(e) |
{ Up(e) Uig(e) Up(e) Upk (o) J { Up; () J

Uk (o) Uk (o) Usk (o) Ukk (o) Uki ()

{O-I [000

S T e T

con R y () simétricas, R negativa semidefinida y () negativa definida.
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Definamos finalmente las matrices auxiliares:

PU(-) Uk (o)  Up (o) ] [UK(-) 1
Ri= | Uy(e) Ui () Us(e) Ry = | Upo (o)
Up(e) U (e) Upl(e) J [UGK ‘)J

U; (o)
Wi = { Usi (») } Wa = | Ugi (o) |
Uy (o)

que son simples particiones de las matrices R y W.
Para resolver el problema (3.17), vamos a utilizar la equivalencia de certidum-
bre y trabajar con el problema deterministico. Ademas, mediante las siguientes

transformaciones:
F = B
go= B (yt+Q_1W$t)
R = R-wTQ-'w
G -q
A = \/B(A-BQ W)
B = /8B

¢ = \JB(C-BQ'W,)
D = (I+HQ™'W,) (D-HQ'W,)
H = (I+HQ'W.) 'H

simplificamos el problema eliminando el factor de descuento y los productos cruza-
dos. Nos queda un problema de la forma:

o(#) = max {#"Ri+ Qi + v ()} (3.18)
st. & = AF 4+ Bj+ Ciy (3.19)

mas la condicién de equilibrio:
iy = Di1 + Hyj (3.20)
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Las condiciones de primer orden para (3.18) incluyen:

M@y@ =207+ BT\ =0 (3.21)
a; :5,@ = A 2RiT, 4 2Rei + ATN = 0 (3.22)
1

en donde A es el vector de multiplicadores de Lagrange asociado a la restriccién
(3.19). Notese que no podemos tomar la derivada con respecto a Ty, pues no
conocemos la ley de movimiento de las variables agregadas. Sin embargo, sabemos
que en equilibrio la condicién (3.20) se cumple.

El siguiente paso consiste en proponer una solucién para el multiplicador de
Lagrange, que luego verificaremos. Proponemos la regla A = 257/, en donde S es
una matriz negativa semidefinida. Reemplazando en (3.21):

Qi+ BTSi, =0
y usando la restriccién (3.19) junto con la condicién de equilibrio (3.20):
Qij+ B'S (A+CD) & +B"S (B+CH) =0
obtenemos la regla de decision 6ptima y = Gi,, con:
G=-[0+B"s(B+CH)| B'S(A+CD) (3.23)
Para verificar esta solucién y encontrar la matriz .S, trabajamos con la ecuacion

(3.22). Reemplazando A\ por 2S5%] y usando la condicién de equilibrio (3.20),
tenemos:

(Ry+ RyD — S) & + RyHy + ATSE| =0
lo que, rezagando un periodo y usando la restriccién (3.19), nos da:
(ﬁﬁ + RQD — S) T+ RQI:I@ —i-zZlTS (Afl -+ ng+ é@g) =0

Usando la condicién de equilibrio (3.20) junto con la regla de decisién éptima
y = GTy, nos queda:

[By+ BoD — S+ ATS (A4 CD) + [Rpll + A7S (B + CH)| G} 31 =0
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Finalmente, eliminando #; a ambos lados, reemplazando la definicién de G en
(3.23) y reordenando términos, obtenemos:

S:R1+}?QD+ATS(A+0D)

—[RB +A"S (B+CH)| [0+ B"s (B+CH)]  B"S(A+CD)

una versién de la ecuacién de Ricatti (3.12) que puede resolverse iterativamente
como antes!!.

Una vez hallada la matriz S y calculada la regla de decisién éptima G, recu-
peramos la regla de decisién para el problema original:

y=(I+Q " WeH) " [G— Q™" (Wi + WaD)] 2y

y simulamos las trayectorias 6ptimas de las principales variables. Recuérdese
nuevamente que estas variables estan expresadas como desviaciones con respecto
a su nivel de estado estacionario.

3.2.3. Limitaciones

El método de aproximacion lineal-cuadratica ofrece un procedimiento bastante
simple y rapido en términos computacionales, incluso cuando el mimero de vari-
ables se incrementa. Al no forzar la discretizacion del espacio para las variables
de estado, las soluciones tienden a ser mas precisas. Sin embargo, su principal
limitacion es que asume que las reglas de decisién 6ptima son lineales, lo que
constituye una buena aproximaciéon unicamente cuando el modelo se mantiene
cerca del estado estacionario. Este método no serd el adecuado, por lo tanto,
para economias que empiezan con un capital inicial muy por debajo del nivel de
estado estacionario, o para aquellas en las cuales los shocks estocasticos tienen
una varianza muy alta.

HMcGrattan (1994) desarrolla de manera similar un método para resolver el Equilibrio Com-
petitivo mediante una aproximacién lineal-cuadratica. Adicionalmente, presenta un método
alternativo para resolver la ecuacion de Ricatti que no requiere de iteraciones.
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A. Ejercicios de Repaso

A.1. Primera Sesion

1) Usar el método de Newton-Raphson para aproximar con un nivel de tolerancia
de 1079 las soluciones de las siguientes ecuaciones:

r=(2-¢" +2%)/3
322 —e® =0

e 4+2"+2co0s(zr) —6=0
Repetir el ejercicio usando el método de secante.

2) La ecuacién (4z — 7)/(x — 2) = 0 tiene una solucién x = 1.75. Usar el
método de Newton-Raphson para la ecuacion anterior con los siguientes valores
iniciales:

o = 1.625 xo = 1.875 xo = 145 xo =3
y explicar graficamente los resultados obtenidos.

3) Encontrar y graficar las trayectorias 6ptimas para el capital, consumo, pro-
ducto, salario real y tasa de interés en el Modelo de Crecimiento Neoclasico Simple,
con las siguientes formas funcionales:

u(c) = log(c) f(k) = AR®
los siguientes valores para los parametros:
8 =0.99 A=10 a=0.35 6 =0.06

y un stock de capital inicial ky igual a la mitad del capital de estado estacionario
k*, utilizando el método de iteracién de Gauss-Seidel con 100 periodos ;Como se
modifican dichas trayectorias cuando cambiamos el valor de 3 a 0.987

4) Repetir los pasos en la parte (3) para una economia en la cual el gobierno
impone una tasa impositiva al ingreso de 20%, cuya recaudacién es devuelta a los
agentes como una transferencia lump-sum. ;Cémo se modifican dichas trayectorias
cuando la tasa impositiva asumenta a 25%? Evaluar el efecto sobre el bienestar
del agente representativo de dicha medida.
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A.2. Segunda Sesién

1) Encontrar y graficar las trayectorias éptimas para el capital, consumo, pro-
ducto, salario real y tasa de interés en el Modelo de Crecimiento Neoclasico Sim-
ple, con las siguientes formas funcionales:

u(c) =log(c) f(k) = Ak
los siguientes valores para los parametros:

B=0.99 A =10 a=0.35 6 =0.06

y un stock de capital inicial kg igual a dos tercios del capital de estado estacionario
k*, utilizando el método de iteracién de la funcién de valor. Usar una malla para
el stock de capital de 500 puntos igualmente espaciados desde 0.5k™ hasta 1.2k*
y graficar las funciones de valor obtenidas en cada una de las iteraciones.

2) Considere una economia similar a la de la parte (1) sujeta a un shock tecnolégico
0 que puede tomar los siguientes valores 6 € {0,0.5,1} y con matriz de transicién:

[05 03 02]
=01 07 02
{0 0.4 O.GJ

Resolver el modelo utilizando el método de iteracion de la funcion de valor, con
una malla para el stock de capital de 500 puntos igualmente espaciados desde 0
hasta 1.5k*. Partiendo con un kg igual al stock de capital de estado estacionario
y con 0y = 0.5, simular y graficar una realizacién de la trayectoria éptima (una
serie de tiempo) para el capital, consumo, producto, salario real y tasa de interés,
por 50 periodos. Usando un promedio de 100 simulaciones, calcular la desviacién
estandar del logaritmo de cada una de las series obtenidas y su correlacién con el
producto.

A.3. Tercera Sesién

Considere el siguiente modelo de Ciclos Econémicos Reales. El agente represen-
tativo maximiza su utilidad esperada, que depende del consumo y el ocio:

By ij) B [log (ce) + ~log (1 — )]
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sujeto a la restriccién presupuestaria:
Ct—i—it:wtlt—l-(l—T)T‘tkt—i—Tt

en donde T es un impuesto (o subsidio, si menor que cero) proporcional al ingreso
por renta del capital, cuya recaudacion es devuelta mediante una transferencia 7j.
La regla de acumulacion de capital sigue siendo:

kipi = (1—06) ke + 14

La firma representativa opera con una tecnologia descrita por la funcién de
produccion:

F (K, L) =0K*L]™

en donde € es un pardmetro que mide la productividad.
Tanto el impuesto 7 como el pardmetro productivo 6 estéan sujetos a shocks
estocasticos, de la forma:

Tir1 = N7+ &
Oryr = (L—p)+pb+erp

en donde los ruidos blancos se distribuyen conjuntamente de acuerdo a:
&1 (|0 ol o1
Et 0’ 012 (7%

1) Utilizando la siguiente parametrizacién:

8 =0.99 v=0.3 a=0.35 6 =0.06

n=07 p=05 02=001 03=0.02 o12=0.001

resolver el modelo anterior mediante una aproximacién lineal-cuadrética en torno
al estado estacionario. Encontrar la regla de decisién 6ptima. Partiendo con un
nivel de capital igual al de estado estacionario, simular y graficar una realizacién
de la trayectoria optima (una serie de tiempo) para el capital, consumo, empleo,
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producto, salario real y tasa de interés por 50 periodos. Usando un promedio de
100 simulaciones, calcular la desviacion estandar del logaritmo de cada una de las
series obtenidas y su correlacién con el producto.

2) Volver a simular y hallar los estadisticos para las series sefialadas en la parte (1)
en una economia sin shocks de politica fiscal (con 1 = 0% = 13 = 0). Comparar
los resultados y evaluar el beneficio sobre el bienestar del agente representativo
de eliminar las fluctuaciones de politica fiscal.
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B. Libreria de Programas en Matlab
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