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1 Conceptos basicos. Optimizacion sin restricciones

1.1 Definiciones basicas. Existencia de soluciones
Distinguiremos en un problema de optimizacién tres elementos
1. El conjunto factible o conjunto de oportunidades, que denotaremos aqui con la letra X .

2. La funcion objetivo, una funcion definida sobre X que toma valores numéricos, f : X — R. La
funcién f es un indice que asociamos a cada elemento de X .

3. Un criterio de decision: buscaremos aquel elemento o elementos de X que tienen asociado un indice
mayor (problemas de maximizacion) o bien un indice menor (problemas de minimizacion).

Simbdlicamente, representaremos los problemas de maximizacién y de minimizacién como

max_ f(x) min  f(x)

sa. xe X sa. xe X

donde las letras “s.a.” significan “sujeto a”. Debajo del simbolo max o min escribimos la variable x, que es
la variable con respecto a la cual estamos optimizando, y que denominamos variable de decision o variable
de control.

Deberemos tener en cuenta que un problema de optimizacion, por sencillo que sea, no necesariamente
tiene solucidn.

Ejemplo 1.1. Consideremos el problema

max x
X

sa. x €N

donde N son los niimeros naturales. Queremos hallar el mayor de todos los nimeros naturales {1, 2, 3,4, ...},
y este problema no tiene solucion. ®

Definicion 1.1 (Soluciéon de un problema de maximizacion). Decimos que el problema

max f(x)
X
sa. xe X
tiene solucion si hay un cierto elemento x* en el conjunto X tal que se cumple que f(x*) > f(x),

para todo x de X. En este caso decimos que x* es un maximizador del problema, y que f(x*) es el
maximo o valor maximo del problema.

Definicion 1.2 (Soluciéon de un problema de minimizacién). Decimos que el problema

min  f(x)

sa. x € X




tiene solucion si hay un cierto elemento x* en el conjunto X tal que se cumple que f(x*) < f(x),
para todo x de X. En este caso decimos que x* es un minimizador del problema, y que f(x*) es el
minimo o valor minimo del problema.

El hecho de que un problema de maximizacién tenga o no solucién, depende de si el recorrido (la
imagen) de la funcién f tiene un elemento maximo o no. Recordemos que, dada una funcién f : X — R,
su recorrido (o imagen) estd definido como

f(X):={ceR: paraalginx € X, f(x) =c}.

Lema 1.1. (i) El problema
max f(x)
X

sa. x e X

tiene solucion si, y sélo si, el conjunto f(X) (el recorrido de f) tiene un elemento maximo.

(i) El problema
min f(x)
P
sa. x € X

tiene solucion si, y s6lo si, el conjunto f(X) (el recorrido de f) tiene un elemento minimo.

Recordaremos brevemente que, si A es un subconjunto de R, decimos que a* es el elemento maximo
de Asia* € Ay, paracadaa € A, se cumple a* > a. Andlogamente, decimos que a* es el elemento
minimo de A4 si a* € Ay, para cada a € A, se cumple a* < a. Una condicién necesaria, pero no
suficiente, para que un conjunto A C R tenga un maximo, es que A esté acotado superiormente. Para ver
que la condicién no es suficiente, basta considerar el siguiente ejemplo: el intervalo semiabierto [0, 1) esta
acotado superiormente pero no tiene un maximo, ya que el nimero 1 no estd en el intervalo, pero cualquier
nimero positivo menor que 1 si que estd (por ejemplo 0.9999999 con tantos nueves como querramos). Una
condicion suficiente, pero no necesaria, para que A tenga un elemento maximo, y también un elemento
minimo, es que A sea compacto, es decir, acotado (superior e inferiormente) y cerrado.! Para ver que la
condicién no es necesaria, basta considerar el siguiente ejemplo: el conjunto A = [0, 1) U 2 (es decir, el
conjunto formado por el intervalo semiabierto [0, 1) y el nimero 2), tiene un maximo (el nimero 2), pero
no es compacto, ya que no es cerrado.

El problema de dar condiciones que garanticen la existencia de una solucién a un problema de maxi-
mizacion, es similar como hemos visto al problema de asegurar la existencia de elemento maximo en un
conjunto de nimeros reales: es facil describir condiciones suficientes para que la solucidn exista, pero hay
muchos casos en que una solucion existe aunque aquellas condiciones no sean satisfechas.

1Un subconjunto A4 de R” es cerrado si contiene los puntos limite de todas las secuencias que se pueden formar con sus
elementos. El intervalo [0, 1) no es cerrado, puesto que 1 no pertenece al mismo pero es el limite de la secuencia 1 — (1/n), para
n > 1, que estd enteramente contenida en dicho intervalo.



Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass). Si el conjunto factible X es acotado y cerrado (compacto) y
la funcion objetivo f es continua, entonces tanto el problema de maximizar f sobre X como el de
minimizarla tienen solucién.

La prueba del teorema es sencilla: las condiciones impuestas garantizan que el recorrido f(X) es un
subconjunto compacto de R, que siempre tiene un maximo y un minimo. La utilidad del teorema es relativa,
puesto que nos dice que existe una solucién, pero no cémo hallarla.

1.2 Diferenciacion y optimizacion. Condiciones de primer orden

Dado un punto x = (x1, x2,...,X,) € R", definimos el rectangulo abierto de radio ¢ > 0 alrededor de
x como el conjunto:

(x1—&,x1+6 xX(x2—&x24+8) X (xp—& Xy + &) =
(yeR" i xj—e<yi<xi+ei=12,...,n}

Definicion 1.3 (Entornos). Dado x € R”, decimos que un conjunto £ es un entorno (o vecindario)
de x si existe algin ¢ > 0 tal que E contiene al rectdngulo abierto de radio ¢ alrededor de x. Si X es
un subconjunto de R” y x € X, entonces un entorno de x relativo a X es la interseccion entre X y un
entorno de x en R”.

Definicion 1.4 (Maximos y minimos locales). Sea X CR"y f : X — R.

(i) Decimos que f alcanza un maximo local en un punto x* € X si hay un cierto entorno de x*
relativo a X tal que f(x*) > f(x), para todo punto x de aquel entorno. Si la desigualdad es
estricta para todo punto del entorno distinto de x™*, entonces decimos que el mdximo local es
estricto.

(ii) Decimos que f alcanza un minimo local en un punto x* € X si hay un cierto entorno de x*
relativo a X tal que f(x*) < f(x), para todo punto x de aquel entorno. Si la desigualdad es
estricta para todo punto del entorno distinto de x*, entonces decimos que el minimo local es
estricto.

Para distinguir entre maximizadores o minimizadores locales y los que solucionan un determinado pro-
blema de optimizacidn, solemos afiadir a estos tltimos la equiqueta de globales.

Dado un subconjunto X de R”, decimos que un punto x € X es interior a X si existe un entorno de
X que estd enteramente contenido en el conjunto. Un subconjunto es abierto si, y sélo si, todos sus puntos
son interiores. Un subconjunto es cerrado si, y sélo si, su complementario es un conjunto abierto.



Teorema 1.2 (Regla de Fermat). Sea /' : X — R una funcién diferenciable. Si x* es un punto
interior del conjunto X y f alcanza un maximo o un minimo local en x*, entonces todas las derivadas
parciales de f evaluadas en x* son iguales a cero.

En el caso univariante, el motivo es el conocido de que, si no fuera asi, la funcién estaria creciendo
o decreciendo estrictamente alrededor de x. En el caso multivariante, el mismo argumento se aplica a las
secciones longitudinales de la funcién.

Definicion 1.5 (Condiciones de primer orden). Denominamos condiciones de primer orden en un
problema de optimizacion sin restricciones al sistema de ecuaciones, en término de las derivadas par-
ciales de primer orden, que describe los puntos criticos de la funcién objetivo, es decir, el que resulta de
igualar a cero todas las derivadas parciales de la funcién.

1.3 Condiciones de segundo orden

Las condiciones de segundo orden del problema de optimizacién son aquellas que involucran derivadas
parciales de segundo orden, y que, en algunos casos, nos permiten determinar la naturaleza de los puntos
criticos que hemos hallado mediante las condiciones de primer orden.

Teorema 1.3 (Condiciones Suficientes de Segundo Orden). Sea X C R” un conjunto abierto, y sea
f : X — R una funcién que tiene derivadas parciales de segundo orden que son funciones continuas.
Supongamos que X € R” es un punto critico, es decir que, para cada i, 1 < i < n, D; f(x) = 0.
Tenemos que

(i) Si la matriz D2f(X) es definida positiva, entonces X es un minimizador local (estricto) de la
funcién f.

(i) Si la matriz D?f(X) es definida negativa, entonces X es un maximizador local (estricto) de la
funcién f.

(iii) Si la matriz D?f(X) es indefinida, entonces X es un punto de silla de la funcién f.

Observacion: Ninguna de las implicaciones del anterior teorema es cierta si invertimos su sentido (e.g., no
es cierto que un maximizador local estricto tenga siempre asociada una matriz definida negativa).

Cuando el criterio anterior no sea decisorio, como minimo tal vez podamos descartar alguna posibilidad
usando las condiciones necesarias de segundo orden.



Teorema 1.4 (Condiciones Necesarias de Segundo Orden). Sea X C R” un conjunto abierto, y sea
f : X — R una funcién que tiene derivadas parciales de segundo orden que son funciones continuas.
Entonces:

(1) Si x es un minimizador local (no necesariamente estricto), entonces X es un punto critico y la
matriz hessiana D2f () es semidefinida positiva.

(i) Si x es un maximizador local (no necesariamente estricto), entonces X es un punto critico y la
matriz hessiana D2f(X) es semidefinida negativa.

Observacion: Ninguna de las implicaciones del anterior teorema es cierta si invertimos su sentido.

2 Concavidad y convexidad de funciones. Criterios de globalidad

2.1 Conceptos basicos

Definicion 2.1 (Conjunto convexo). Sea X un subconjunto de R”. Decimos que X es un conjunto
convexo si el segmento que une dos puntos cualesquiera del conjunto estd enteramente contenido en
el mismo. Es decir, X es convexo si, dados dos puntos cualesquiera x’ y x” de X, y dada cualquier
A € (0,1), el punto Ax" + (1 — A)x” también pertenece a X .

Es sencillo probar que la interseccién de conjuntos convexos resulta en un conjunto que también es convexo.

Definicion 2.2 (Funciones céncavas y convexas). Sea X un subconjunto convexode R?,y f : X —
R una funcién.

(i) Decimos que f es una funcién céncava si, y sélo si, dados dos puntos cualesquiera x” y x” de X,
y dada cualquier A € (0, 1), se cumple la siguiente desigualdad:

SO+ A =x") =2 () + (1 =2) f(x")
Si la desigualdad es estricta cuando x” # x”, entonces decimos que f es estrictamente céncava.

(ii) Decimos que f es una funcién convexa si, y s6lo si, dados dos puntos cualesquiera x” y x” de X,
y dada cualquier A € (0, 1), se cumple la siguiente desigualdad

FOX + 1 =Dx") <A fE) + (1=2) fx7)

Si la desigualdad es estricta cuando x” # x”, entonces decimos que f es estrictamente convexa.

Supongamos que f es una funcién diferenciable. Denominamos V f(x) el vector gradiente de la fun-
cién f evaluado en el punto X, es decir, el vector compuesto por las derivadas parciales de la funcién f



evaluadas en el punto x. Mediante un punto ‘- designaremos el producto escalar entre vectores. La tangente
al grafico de f en el punto (X, /(X)) es el gréfico de la funcién:

gx) = f(X) + Vf(X) - (x = X)

Geométricamente, la definicién de funcién céncava implica que toda tangente al grafico de la funcién queda
enteramente por encima de este tltimo. Formalmente, esto significa que, paracada x € X ycadax € X, se
cumple que

JE+VIE)-(x—%) = f(x)

Proposicion 2.1 (Concavidad, convexidad y derivadas primeras). Sea X C R” un conjunto con-
vexoy f : X — R una funcién diferenciable.

(i) f esuna funcién céncava si, y s6lo si, dados dos puntos cualesquiera x” y x”, se cumple que
fON)+ V)" =x) = f(x")

(ii) f esuna funcidn estrictamente céncava si, y s6lo si, dados dos puntos distintos x” y x”, se cumple
que

FE)+ V) (" =x) > f(x")

(iii) f es una funcién convexa si, y s6lo si, dados dos puntos cualesquiera x” y x”, se cumple que
fO)+ V) (" =x) = f(x7)

(iv) f esuna funcién estrictamente convexa si, y s6lo si, dados dos puntos distintos x’ y x”, se cumple
que

SO+ VD) (7 =X < fG&7).

Decimos que una funcidn es diferenciable con continuidad si sus derivadas parciales son funciones
continuas. Andlogamente, una funcién es diferenciables dos veces con continuidad si sus derivadas parciales
segundas son funcions continuas.

Recordemos que un subconjunto de R” es abierto si todos sus puntos son interiores.

Proposicion 2.2 (Concavidad, convexidad y derivadas segundas). Sea X C R” un conjunto abierto
convexo, y f : X — R una funcién diferenciable dos veces con continuidad.

(i) f esuna funcién céncavasi, y s6lo si, paracada x € X la matriz hessiana D?f(x) es semidefinida
negativa.

(ii) f es una funcién convexa si, y sélo si, para cada x € X la matriz hessiana D?f(x) es semidefi-
nida positiva.




Teorema 2.1 (Concavidad o convexidad estricta y derivadas segundas). Sea X C R” un conjunto
abierto convexo, y f : X — R una funcién diferenciable dos veces con continuidad.

(i) Siparacadax € X la matriz hessiana D?f(x) es definida negativa, entonces f es estrictamente
concava.

(ii) Si paracada x € X la matriz hessiana D?f(x) es definida positiva, entonces f es estrictamente
convexa.

2.2 Concavidad, convexidad y optimizacion

Teorema 2.2 (Teorema local-global para funciones céncavas). Sea X C R” un conjunto convexo y
f : X — R una funcién céncava, y supongamos que el punto x* € X es un maximizador local de f.
Entonces x* es también un maximizador global.

Teorema 2.3 (Teorema local-global para funciones convexas). Sea X C R” un conjunto convexo y
f : X — R una funcién convexa, y supongamos que el punto x* € X es un minimizador local de f.
Entonces x™* es también un minimizador global.

Observaciones: e En un problema de maximizacion, nos interesard que la funcién objetivo sea con-
cava, ya que en este caso sabremos que los maximos locales lo son también en un sentido global.

e En un problema de minimizacion, nos interesard que la funcion objetivo sea convexa, ya que en este
caso sabremos que los minimos locales lo son también en un sentido global.

e Notemos que el maximizador o minimizador local al cual se refiere el teorema no tiene por qué ser
un punto interior. De hecho, el tinico requerimiento sobre el dominio es que se trate de un conjunto
convexo. Esto permite derivar resultados de globalidad en todo tipo de problemas de optimizacion,
tengan o no restricciones.

e Si la funcién es estrictamente concava (convexa), entonces el maximizador (minimizador) a que se
refiere el teorema es Unico.

DEMOSTRACION: Demostraremos el resultado en el caso de problemas de maximizacion y concavidad de
la funcién f. Para mostrar que x* es un maximizador global, debemos probar que, para todo x € X,
f(x*) = f(x). Sea x un punto arbitrario de X. Sabemos que, para cualquier A € (0,1), (1—-A)x*+Ax €
X. Notemos que, cuando A estd muy cercana a 0, el punto (1 — A) x* 4+ A x estd muy cercano a x*. Por
definicion de maximizador local, habra una cierta /_\ con 1 > A > 0 suficientemente cercana a 0, tal que
para toda A>A>0se cumple:

fx®) = f((1=2)x* + Ax)




y por concavidad

f((l — ) x* +)Lx) >(1—=2) f(x*)+ 2 f(x)
Combinando ambas desigualdades, obtenemos
fG&F) = A =2) f(xX*) + 4 f(x)
y, en consecuencia,
Af(xT) =4 f(x)

Finalmente, como A es positiva, podemos eliminarla de la desigualdad y obtenemos f(x*) > f(x). Como
X era un punto arbitrario, esto demuestra que x* es un maximizador global de la funcién f.

El resultado paralelo para funciones convexas y problemas de minimizacién se demuestra en la misma
forma. -

Nota: Debemos tener presente que es esencial que el dominio de la funcién sea un conjunto convexo.

En base a la caracterizacién de funciones concavas y convexas diferenciables, podemos derivar inme-
diatamente otro criterio sumamente ttil.

Teorema 2.4. Sea X C R” un conjunto convexoy f : X — R una funcién diferenciable.

(i) Si f esuna funcién concava, entonces cualquier punto critico (donde todas las derivadas parciales
se anulan) es un maximizador global.

(i) Si f esuna funcién convexa, entonces cualquier punto critico (donde todas las derivadas parciales
se anulan) es un minimizador global.

3 Optimizacion con restricciones de igualdad

3.1 Condiciones de primer orden: el método de los multiplicadores de Lagrange

En problemas con restricciones de igualdad, dichas restricciones establecen una relacién de dependencia
entre las variables. De hecho, cuando las restricciones son lineales y no hay problemas de singularidad, se
pueden expresar algunas variables en términos de las demds y convertir el problema en uno de optimizacién
libre con menos variables. El método de los multiplicadores de Lagrange adopta un enfoque distinto: ig-
noramos la dependencia entre las variables y optimizamos libremente una funcién con todas las variables,
pero en la cual a la funcién objetivo se han afiadido unos términos de penalizacion que aseguran que las
restricciones acaben siendo satisfechas.

Teorema 3.1 (Regla de los Multiplicadores de Lagrange). Sean f, g1, g2, ..., gm, funciones defini-
das en un subconjunto abierto de R” y que toman valores en R, con m < n. Supongamos que todas las
funciones son diferenciables con continuidad (sus derivadas parciales son funciones continuas).




Sea x* un maximizador o minimizador local de f sobre el conjunto de puntos que satisfacen

g1(x1,x2,...,x,) =0

g2(x1,x2,...,xp) =0

gm(x1,x2,....,x4) =0
Si los gradientes de g1, g2, ..., gm evaluados en x* son linealmente independientes, entonces hay
nimeros reales A1, Ao, ..., Ay, que cumplen

Vi(x™) = A1 Vg1 (x®) + A2 Vga(x™) + -+ + Am Vgm(x™)

Una manera conveniente de obtener las condiciones que menciona el teorema anterior es definiendo una
nueva funcién: el lagrangiano o funcién de Lagrange.

Definicion 3.1 (Lagrangiano). Dadas funciones f, g1, g2, ..., gm, de la misma forma que en el teo-
rema anterior, definimos el lagrangiano o funcién de Lagrange como la funcién de n + m argumentos:
L(x,4) = f(x) —A181(x) = A2 82(x) =+ = Am gm (%),

donde x = (x1,X2,...,Xn) YA = (A1,A2, ..., Am).

La interpretacion intuitiva del lagrangiano es que se trata de una nueva funcién objetivo, que nos permite
olvidarnos de que las variables han de obedecer las restricciones. Construimos el lagrangiano afiadiendo a
la funcién objetivo original un término de penalizacion para cada restriccion, de tal forma que los términos
adicionales de penalizacién sélo tienen efecto cuando las respectivas restricciones no se cumplen. Para
aplicar la regla de los multiplicadores de Lagrange, definimos en primer lugar el lagrangiano y después
igualamos a cero las derivadas parciales del mismo con respecto a cada una de las variables originales.
Finalmente, afiadimos las restricciones para obtener un sistema con tantas ecuaciones como incognitas.

Ejemplo 3.1. El lector estard familiarizado con funciones de una sola variable, digamos /(x), donde las
soluciones de /’(x) = 0 no son maximizadores ni minimizadores, o bien lo son s6lo localmente. Para ver
que en los problemas con restricciones de igualdad podemos encontrarnos con extremos locales que no lo
son en un sentido global, o con puntos criticos que no son ni maximizadores ni minimizadores, nos basta
con observar que los dos problemas siguientes son equivalentes:

max y
max h(x) — )
sa. xeR sa. y = h(x)

Es sencillo comprobar que, si aplicamos el método de Lagrange al segundo problema, las condiciones de
primer orden se reducen a //(x) = 0.

Si en el problema anterior tomamos A(x) = x~, encontraremos un punto critico que no es maximizador
ni minimizador. Por otro lado, tomando A(x) = 5x2 — 3x* + %xé nos encontraremos con maximizadores
y minimizadores locales, pero no globales. ®
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3.2 Regularidad

Antes hemos visto que, para aplicar el método de Lagrange, necesitamos que los gradientes de las restriccio-
nes evaluados en el maximizador o minimizador sean linealmente independientes. Cuando esta condicién
no se cumple, los gradientes de las restricciones no describen correctamente el plano tangente al conjunto
factible, y las cosas fallan: pueden existir soluciones al problema de optimizacién que no aparecen cuando
aplicamos el método de Lagrange.

Ejemplo 3.2. Consideremos el problema

max —x2 + y
(x,)
s.a. y3 =0

Notemos que la restriccion es equivalente a y = 0, y substituyendo en la funcién objetivo vemos que la
solucién es x* = y* = 0. Aplicando el método de Lagrange nos encontramos con las ecuaciones

—2x=0
1-31y%=0
»>=0

La tercera ecuacién implica y = 0, y substituyendo en la segunda nos quedamos con 1 = 0, por lo cual no
hay ningin punto que satisfaga estas condiciones. Recapitulando: nos hemos encontrado con un problema
que sabemos que tiene solucién, y sin embargo el método de Lagrange nos dice que no hay ninguna solucién.
Notemos que el gradiente de la restriccién es Vg(x, y) = (0,3y?), y en el punto que sabemos que es el
maximizador del problema tenemos Vg(0,0) = (0, 0), que es linealmente dependiente (recordemos que el
vector de ceros no forma nunca parte de un conjunto de vectores linealmente independientes).
Geométricamente, como la restriccion es el eje de las abcisas, el plano tangente a la restriccién en
cualquier punto sigue siendo el eje de las abcisas. Pero como el gradiente de g es el vector 0, el conjunto de
vectores ortogonales al gradiente de g no es el plano tangente, sino todo el espacio R2. ®

Definicion 3.2 (Regularidad). Decimos que un punto factible es regular si los vectores gradientes de
las restricciones son linealmente independientes cuando los evaluamos en dicho punto.

El teorema que hemos visto anteriormente afirma que el método de los multiplicadores de Lagrange
detecta cualquier maximizador o minimizador local en un problema con restricciones de igualdad, siempre
que éstos sean puntos regulares.

Notemos que la regularidad es una condicion suficiente, pero no necesaria, para la validez de la regla
de los multiplicadores de Lagrange. Un andlisis geométrico nos puede ayudar a ver en qué casos el método
de Lagrange detectard maximizadores o minimizadores donde falla la condicién de regularidad, o dejard de
hacerlo.

Ejemplo 3.3. Consideremos un problema con dos variables y la restriccién g(x, y) = x2 + y3 = 0. Como
Vg(x,y) = (2x,3y?), todos los puntos factibles son regulares con excepcién del punto (0,0). Dada una
funcién f que tiene un maximizador o minimizador local sobre esta superficie en (0, 0), queremos saber
si el método de Lagrange tendré este punto como solucién o no. Todo se reduce a verificar si se cumple
la “condicién de tangencia” Vf(0,0) = A Vg(0,0). Como Vg(x,y) = (0,0), el método de Lagrange
funcionara si V£(0,0) = (0, 0), es decir, si (0, 0) es un punto critico (sin restricciones) de f. Por ejemplo,
si f(x,y) = y el método de Langrange no funcionard, pero si que lo hard si f(x,y) = x2 + y2. ®
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Como hemos visto, cuando hay una sola restriccion, el método de Lagrange detectard un maximizador
o minimizador no regular si, y sélo si, éste es un punto critico de la funcién. Con més de una restriccion,
hay otros casos a tener en cuenta.

Ejemplo 3.4. Consideremos las dos restricciones

gi(x,y,2) =(x—1D*+y*=1
(., y,z) =(x+1)*+y*=1

Aqui tenemos Vgi(x,y,z) = (2 (x — 1),2y,0) y Vga(x,y,z) = (2 (x + 1),2y,0). Como el conjunto
factible es
X={(x,y,Z)ER3: x=y=0},

todos los puntos factibles satisfacen

Vgi(x,y.z) =(=2,0,0)
Vga(x,y,z) = (2,0, 0)

Es decir, no hay ningtin punto factible que sea regular. La funcién f(x,y,z) = x es constante sobre el
conjunto factible, y por tanto tiene tanto un maximo como un minimo global en cada punto factible; el
método de Lagrange funcionara en este caso, ya que Vf(x, y,z) = (1,0, 0) es lincalmente dependiente de
cualquiera de los dos gradientes de las restricciones. En cambio, la funcién f(x, y,z) = y, que también
es constante sobre el conjunto factible, tiene como gradiente Vf(x, y,z) = (0, 1,0), que no depende li-
nealmente de los gradientes de las restricciones. (Cudl es la diferencia en los dos casos? La condicion de
tangencia exige que el plano tangente a la curva de nivel de la funcién objetivo en el punto critico contenga
el eje de las z, que es el conjunto factible. Sin embargo, la dependencia lineal de los gradientes de las
restricciones hace que analiticamente solamente podamos detectar uno de los muchos planos tangentes que
satisfacen dicha propiedad, que es el plano y—z. El método de Lagrange funcionar4 si, y sélo si, el gradiente
de f en el punto critico es ortogonal al plano y—z. ®

3.3 Ciriterios de globalidad

En el caso con restricciones de igualdad, el criterio de concavidad/convexidad s6lo puede ser directamente
aplicado cuando todas las restricciones son ecuaciones lineales, porque es esencialmente el tinico caso’
en que el conjunto factible es convexo. En este caso, el teorema local-global nos permite inferir el ca-
racter global de los maximizadores o minimizadores locales. Otra forma de aplicar criterios de concavi-
dad/convexidad, consiste en analizar la curvatura del lagrangiano. Recordemos que, en un problema de
optimizacion con restricciones de igualdad, el conjunto factible es el que forman los puntos que satisfacen
todas las restricciones.

Teorema 3.2 (Concavidad o convexidad del lagrangiano). Dado un problema de optimizacién con
restricciones de igualdad, sea X el conjunto factible, y supongamos que hay un conjunto convexo Y
tal que X € Y C R” y las funciones f, g1, g2, ..., gm, estan definidas y son diferenciables con
continuidad en Y. Sea (x*,A*) un punto que soluciona las condiciones de primer orden del método

ZExceptuando restricciones que tienen mds de una representacién. Por ejemplo, la restriccién lineal y = 0 también puede ser
escrita en forma no lineal como y3 = 0. La anomalia de esta representacion queda patente en el ejemplo anterior donde debido a
ella el método de los multiplicadores de Lagrange no es aplicable.
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de Lagrange, donde x = (x1,X2,...,X,) YA = (A1,A2,...,Ay). Definimos la funcién 2 : ¥ — R
per h(x) = L(x,A*); es decir, h es el lagrangiano cuando mantenemos fijos los multiplicadores en los
valores A* y tomamos el vector x como variables. Entonces tenemos:

(i) Si & esuna funcién concava sobre Y, x* es un maximizador global del problema con restricciones
de igualdad.

(ii) Si & es una funcién convexa sobre Y, x* es un minimizador global del problema con restricciones
de igualdad.

DEMOSTRACION: Supongamos que / es una funcién concava sobre Y. Las condiciones de tangencia
implican que, paracada j = 1,2,...,n se cumple

oL oh

— &A= —Kx" =0,

ox j ox j
es decir, todas las derivadas parciales de & son 0 cuando las evaluamos en el vector x*. Como 4 es una
funcién céncava, esto implica que x* es un maximizador global de & sobre Y, es decir, h(x*) > h(x), para
todo x € Y (satisfaga o no las restricciones de igualdad). Tenemos que, para todo x € Y:

m m
h(x*) = h(x) <= () =D AFgi(x™) = f(x) = D Af gi(x)
i=1 i=1
Como x™* satisface las restricciones de igualdad, tenemos que, paracadai = 1,2,...,m, gi(x*) = 0y, por
tanto, para cualquier x € Y se cumple:

SO = () =) A gi(x)

i=1

En particular, si x € X también se cumple que, paracadai = 1,2,...,m, g;(x) = 0. Es decir, para todo
xeX,

%
Fx®) = f(x)

Por tanto, x* es un maximizador global del problema con restricciones de igualdad. El caso de minimizacién

se demuestra en forma similar. U

Ejemplo 3.5. Sea f(x,y) = xy y g(x,y) = x? + y? — 2, y consideremos el problema de hallar los
maximos o minimos de f sobre la superficie definida por g(x,y) = x? + y?> —2 = 0. Notemos que, en
este caso, podem tomar ¥ = R?. El lagrangiano es L(x, y,A) = x y — A (x? 4+ y? —2), y las condiciones
de primer orden son

oL
—=y—2Ax =0
x
L
—=x—-24y =0
dy

X242 =2

Este sistema de ecuaciones tiene cuatro soluciones, donde (x, y, A) adoptan los valores

1,1,1/2), (-1,-1,1/2), (-1,1,-1/2) y (1,—-1,-1/2)
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Tomemos la primera solucién: (x, y,A) = (1,1, 1/2). Fijamos A = 1/2 y dejamos (x, y) como variables
del lagrangiano

1 1
hx,y) = L(x,y,5) =xy =5 (x* +y*=2)
Las derivadas de primer orden de & son
oh oh
Ix y y dy y

En particular, como sabemos por las condiciones de tangencia, se cumple

oh oh
—((, 1) =0 y —(1,1)=0
ox ay

D?h(x,y) = (_11 _11)

que es semidefinida negativa. Como eso es cierto para cada (x,y) € R?, sabemos que % es una funcién
céncava sobre R2. Como / es céncava y sus derivadas parciales son cero en el punto (1, 1), sabemos que este
punto es un maximizador global de 4. El teorema que acabamos de ver nos asegura que (1, 1) es también un
maximizador global de la funcién f(x, y) = x y sobre la superficie definida por g(x, y) = x2+y2—2 = 0.

Un analisis similar para cada uno de los demds puntos, nos lleva a concluir que tanto (1,1) como
(—1,—1) son maximizadores globales, mientras que (1, —1) y (—1, 1) son minimizadores globales. ®

La matriz hessiana de /4 es

Ejemplo 3.6. Supongamos que f(x,y) = —x2 + yy g(x,y) = x> + y2 — 1 = 0. Dado que todas las
funciones son polinémicas, podemos tomar ¥ = R2. Las condiciones de primer orden dan cuatro puntos
criticos:

(¥*,y*,2%) = (0.1, 1)

(X*v y*’ A*) = (O? _lv _%)

('X*’ y*’ A*) = (£7 _%’ _1)

(AT = (-4 -5 -
de los cuales los dos primeros son maximizadores locales y los dos dltimos son minimizadores locales. El
lagrangiano es L(x, y,A) = —x2 4+ y — A (x2 + 92— 1).

Consideremos el primer punto (x*, y*, A*) = (0, 1, ). Dedonde h(x, y) = —x?+y—3 (x? + y2 —1).

La matriz hessiana de £ es:
-3 0
2 _

Como D?h(x, y) es semidefinida negativa en cada (x, y) € R?, & es una funcién céncava sobre R%. El
teorema de globalidad implica que (x*, y*) = (0, 1) es un maximizador global.
Tomemos ahora el punto (x*, y*, A*) = (0,—1,—1), de donde h(x, y) = —x%+y+3 (x> + y2 —1).

La matriz hessiana de /4 es ahora:
-1 0
2 _
D2 = () 1)

Como D?2h(x, y) es indefinida en todo punto, / no es céncava ni convexa y el teorema no es aplicable. De
hecho, observando el grafico del problema, podemos ver que este punto es un maximizador local, pero no
global.
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Finalmente, tomando (ﬁ, —%, —1) o bien (—ﬁ, —%, —1), como tienen la mateixa A = —1, les corres-

ponde a ambos la misma funcién i (x, y) = —x2 + y + (x2 +y2 — 1). La matriz hessiana de % es:

D2 = (3 9)

Como D?h(x,y) es semidefinida positiva en cada (x,y) € R?, & es una funcién convexa sobre R%. El
teorema de globalidad implica que los dos puntos son minimizadores globales. ®

Si a una funcién le afiadimos términos lineales, sus derivadas segundas no varian, y por tanto su con-
cavidad o convexidad es la misma. Como el lagrangiano resulta de afiadir las funciones que definen las
restricciones a la funcién objetivo, una consecuencia del anterior teorema es:

Corolario 3.1 (Globalidad y restricciones lineales). Supongamos que, en un problema con restriccio-
nes de igualdad, todas las restricciones son ecuaciones lineales. El conjunto factible X es un subespacio
lineal, y por tanto un conjunto convexo. Entonces tendremos:

(1) Si f es una funcién concava sobre X, toda solucién de las condiciones de primer orden del
método de Lagrange es un maximizador global.

(i1) Si f es una funcién convexa sobre X, toda solucion de las condiciones de primer orden del
método de Lagrange es un minimizador global.

Observacion: Notemos que este resultado es mds sencillo de aplicar que el teorema local-global. La
diferencia estriba en que para aplicar este teorema necesitamos primero conocer que el candidato es un
maximizador o minimizador local, mientras que el corolario que acabamos de ver solamente requiere que el
punto resuelva las condiciones del método de Lagrange.

Ejemplo 3.7. En el problema

max Xxy
(x,»)

sa. x+y=1

la tnica solucién de las condiciones de primer orden del método de Langrange es el punto (x*, y*, 1) =
(1/2,1/2,1/2). Claramente, la funcién objetivo no es céncava sobre R2, pero si lo es sobre el conjunto
factible, por lo que el corolario anterior se aplica. ®

3.4 Condiciones de segundo orden

Denotemos mediante D2L(x, A) la submatriz hessiana formada por las derivadas parciales segundas del
lagrangiano con respecto a las variables x y, dado cualquier vector & € R", sea D2L(x, )L)(h, h) la forma
cuadrética generada por aquella submatriz hessiana aplicada al vector / (escribimos el vector # dos veces
porque hemos de pre- y post-multiplicar la matriz por el vector). Dado un cierto x factible y regular, el plano
tangente al conjunto factible que pasa por el punto x viene dado por’

T(x)={heR": Vgi(x)-h=0, paral <i < m}

3Si el punto no es regular, el plano tangente est4 contenido dentro del conjunto T'(x), pero puede no coincidir con el mismo.
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Teorema 3.3 (Condiciones Suficientes de Segundo Orden). Supongamos que m < n 'y que f, g1,
g2, ..., &m, son diferenciables dos veces con continuidad (sus derivadas parciales segundas son funcio-
nes continuas). Sea x* un punto factible que satisface las condiciones de primer orden del método de
Lagrange, y sea A* el correspondiente multiplicador de Lagrange. Entonces tenemos:

(i) (Condicion suficiente para maximizacion local) Supongamos que D2L(x*, A*)(h.h) < 0 para
cada h € T(x*) tal que & # 0. Entonces x* es un maximizador local estricto.

(ii) (Condicion suficiente para minimizacion local) Supongamos que DZL(x*,A*)(h,h) > 0 para
cada h € T(x*) tal que i # 0. Entonces x* es un minimizador local estricto.

Hay una regla, basada en equivalencias algebraicas, que permite comprobar estas condiciones de se-

gundo orden mirando s6lo una cierta matriz.

Supongamos que estamos analizando los puntos criticos de la funcién

f(xl,xz,---,xn)
sobre la superficie definida por
gl(‘x17x27 LI ,xn) = 0
gz(xl’x27 e ,xn) - 0
gm(xl,XZ» L a-xn) = 0
Escribamos el lagrangiano : L(x1,X2,...,Xn, A1,A2,...,Am). Dado r tal que m + 1 < r < n, definimos
el siguiente determinante
e 981 981
0 0 0x1 0xy
0 0 0gm 0gm
0x1 0x,
Ar(vA)=\oe1 . dgw 2L ... _PL
X1 X1 8x% 0x1 0x,
ag1 . 0gm 0%L 2L
0xy axy 0xy 0X1 ax%
Proposicion 3.1 (Método de la hessiana orlada). Supongamos que f, g1, g2, ..., &€m, son diferen-

ciables dos veces con continuidad (sus derivadas parciales segundas son funciones continuas). Sea x*
un punto factible regular que satisface las condiciones de primer orden del método de Lagrange, y sea

A* el correspondiente multiplicador de Lagrange. Entonces tenemos:

(1) (Condicion suficiente para la maximizacion local) Si para cadar = m + 1,m + 2,...,n se
cumple que (—1)" A, (x*,A*) > 0, entonces x* es un maximizador local estricto.

(ii) (Condicion suficiente para la minimizacion local) Siparacadar = m+1,m+2,...,n se cumple
que (—1)™ A, (v*,A*) > 0, entonces v* es un minimizador local estricto.
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Si no hubiera restricciones, haciendom = 0y L = f, las condiciones de segundo orden que acabamos
de exponer se transforman en las condiciones en términos de menores preferentes que son conocidas en los
problemas de optimizacion sin restricciones.

Teorema 3.4 (Condiciones Necesarias de Segundo Orden). Supongamos que m < n 'y que f, g1,
g2, ..., &m, son diferenciables dos veces con continuidad (sus derivadas parciales segundas son funcio-
nes continuas).

(i) (Condicion necesaria para maximizacion local) Si x* es un maximizador local y es un punto
regular, entonces existe A* tal que (x*, A*) satisfacen las condiciones de primer orden del método
de Lagrange, y D2L(x*,2*)(h, h) < 0 para cada h € T(x*).

(ii) (Condicion necesaria para minimizacion local) Si x* es un minimizador local y es un punto
regular, entonces existe A* tal que (x*, A*) satisfacen las condiciones de primer orden del método
de Lagrange, y DZL(x*,A*)(h, h) > 0 para cada h € T(x*).

4 Optimizacion con restricciones de desigualdad

4.1 El método de Kuhn-Tucker

Definicion 4.1 (Restriccion efectiva). Decimos que una restriccion es efectiva (o saturada, o activa)
en un punto si éste la satisface con igualdad.

Definicion 4.2 (Regularidad). Decimos que un punto factible es regular, si los gradientes de todas
las restricciones efectivas en el punto son linealmente independientes (cuando los evaluamos en dicho
punto).

Recordemos que podemos interpretar los términos que afiadimos al lagrangiano como términos de penali-
zacion. Para poder escribir el lagrangiano siempre en la misma forma, en problemas con restricciones de
desigualdad deberemos de escribir las desigualdades en forma normalizada.

Definicion 4.3 (Problema de optimizaciéon normalizado). Decimos que un problema de optimizacién
con restricciones de desigualdad estd normalizado si todas las restricciones son de < cuando el pro-
blema es de maximizacién, y de > cuando es de minimizacion.
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Definicion 4.4 (Condiciones de Kuhn-Tucker para maximizacion). Consideremos el problema de
maximizacion
max f(x)
x€R”
sa. g1(x) <0
g2(x) =

Supongamos que las funciones f, g1, g2, -.., &m, son diferenciables. Las condiciones de Kuhn—
Tucker del problema son

Vix)=A1Vgi(x) +A2Vga(x)+ ... +An Vgm(x) — Tangencia

Al 0; A181(x) =0

0; Azg2(x) =0 Factibilidad
— .,
y Exclusion

vV v
)
%
~~
=
N
IA TA

Definicion 4.5 (Condiciones de Kuhn-Tucker para minimizacién). Consideremos el problema de
minimizacién
min f(v)
veR”
sa. g1(v)
g2(v)

Supongamos que las funciones f, g1, g2, ..., &m, son diferenciables. Las condiciones de Kuhn-
Tucker del problema son

Viw)=A1Vgi(x) + 22 Vga(x)+ ... + 4 Vgm(x) — Tangencia

Al 0; Argilx) =0
0; Arg(x) =0 Factibilidad

y Exclusién

=
=

Am > 0; gm(x) > 0; Amgm(x) =0

Al igual que en el caso con restricciones de igualdad, una manera conveniente de expresar las condicio-
nes de Kuhn y Tucker es mediante el lagrangiano.
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Definicién 4.6 (Lagrangiano). El lagrangiano, o funcién de Lagrange, de un problema de optimiza-
cién normalizado como los de las anteriores definiciones, es la funcién de n + m argumentos:

L(x,1) = f(x) —A181(x) — A2 g2(x) — -+ — A gm (%),

donde x = (x1,X2,...,Xn) YA = (A1,42,...,Am).

Las condiciones de tangencia resultan de igualar a cero las derivadas parciales del lagrangiano con
respecto a las variables de decision.

Ejemplo 4.1. Consideremos el problema de minimizacién

min x Yy
(x,»)

sa. x2 + y2 <2
Para hallar las condiciones de Kuhn y Tucker, en primer lugar lo escribiremos en forma normalizada:

min xy
(x,)

s.a. —xz—y2—|—220
Por tanto: f(x,y) = xyy g(x,y) = —x? — y2 4 2. A continuaci6n definimos el lagrangiano:
L(x,y, M) = f(x,y) =Agx,y) =xy =2 (=x* = y* +2)

Las condiciones de Kuhn y Tucker son:

L
$:y+2)tx:0 (a)
oL
5=x+21y=0 (b)
A >0 (c)
xX?4y? <2 (d)
A(=x*=y*+2) =0 (e)

Para resolver estas condiciones, tipicamente empezamos con las condiciones de tangencia. Igualando (@) y
(b) obtenemos

x—y)(1=21)=0
Ahora hay dos posibilidades: o bien x = y, o bien A = 1/2. Si exploramos las consecuencias de cada una
de estas posibilidades, acabaremos por llegar a una solucién, o bien a una contradiccién. Comenzamos por

la primera de ellas
x:y@)x(l—i—ZA):ng:O:ygA:O
Hemos llegado a la solucién (x, y, A) = (0,0, 0). Por otro lado:

(a)
1 — x+y =0 X
A=— — © —
e
2 — x24+y?=2 o

Por tanto, los puntos (1, —1,1/2) y (—1, 1, 1/2) también solucionan las condiciones de Kuhn y Tucker. &
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Las condiciones de exclusién implican que o bien una restriccién es efectiva o bien el multiplicador
correspondiente es cero. En general, sélo una de las dos cosas es cierta, aunque no tiene por qué ser asi:
es facil encontrar ejemplos en que ambas cosas pueden suceder simultdneamente. De hecho, estos casos
pueden dar problemas, como cuando deseamos hacer un anélisis de sensibilidad. Llamaremos soluciones
degeneradas aquellas en que se da esta circunstancia.

4.2 Condiciones de primer orden

Teorema 4.1 (Condiciones de Primer Orden). Consideremos un problema de optimizacién con res-
tricciones de desigualdad en que todas las funciones son diferenciables con continuidad. Entonces todo
maximizador o minimizador local que sea un punto regular satisface las condiciones de Kuhn-Tucker.

Observacion: El teorema no afirma que, si las condiciones de Kuhn y Tucker tienen soluciones, fodas ellas
solucionaran el problema de optimizacién, ni tan solo que dicho problema tenga solucién alguna. Sdlo
afirma que las condiciones de Kuhn y Tucker detectardn cualquier maximizador o minimizador local.

4.3 Condiciones de segundo orden

Teorema 4.2 (Condiciones Necesarias de Segundo Orden). Supongamos que las funciones f, g1,
g2, ..., gm son diferenciables dos veces con continuidad. Entonces tenemos:

(i) Supongamos que x* es un maximizador local y un punto regular de las restricciones. Entonces
existe A* tal que (x*, A*) satisfacen las condiciones de Kuhn y Tucker, y ademds la matriz hes-
siana D2 L(x*, A*) es semidefinida negativa sobre el plano tangente a las restricciones efectivas.

(ii)) Supongamos que x* es un minimizador local y un punto regular de las restricciones. Entonces
existe A* tal que (x*, A*) satisfacen las condiciones de Kuhn y Tucker, y ademds la matriz hes-
siana D)%L(x*, A*) es semidefinida positiva sobre el plano tangente a las restricciones efectivas.

Teorema 4.3 (Condiciones Suficientes de Segundo Orden). Supongamos que las funciones f, g1,
g2, ..., gm son diferenciables dos veces con continuidad, y que existe A* tal que (x*, A*) satisfacen las
condiciones de Kuhn y Tucker. Entonces tenemos:

(1) Si la matriz hessiana D%L(x*, A*) es definida negativa sobre el plano tangente a todas las res-
tricciones i tales que )L;.* > 0, entonces x* es un maximizador local estricto.

(ii) Sila matriz hessiana D2 L(x*, 1*) es definida positiva sobre el plano tangente a todas las restric-
ciones i tales que A > 0, entonces x™ es un minimizador local estricto.

Notemos que, para las condiciones suficientes, hemos de considerar no las restricciones efectivas, sino
aquellas que tienen asociado un multiplicador estrictamente positivo, es decir, las restricciones efectivas no
degeneradas.
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4.4 Criterios de globalidad. Cuasiconcavidad y cuasiconvexidad

Teorema 4.4 (Globalidad con funciones concavas y convexas). En un problema normalizado de op-
timizacion con restricciones de desigualdad en que todas las funciones son diferenciables, toda solucién
de las condiciones de Kuhn-Tucker es una solucién global siempre que se den las siguientes condicio-
nes:

(1) Si el problema es de maximizacion, la funcién objetivo es concava y las restricciones son funcio-
nes convexas.

(i1) Si el problema es de minimizacion, la funcién objetivo es convexa y las restricciones son funcio-
nes concavas.

DEMOSTRACION: Consideraremos solamente el caso de maximizacién. Supongamos que (x*,A1*) sa-
tisfacen las condiciones de Kuhn y Tucker. Un par de observaciones elementales: (1) el negativo de
una funcién convexa es una funcién céncava; y (2) la suma de funciones céncavas es una funcién cén-
cava. En consecuencia, la concavidad de f y la convexidad de las restricciones implica que el lagrangiano

L(x,A*) = f(x)—>7, A} gi(x) es una funcién céncava en la variable x, ya que A* > 0. Por tanto, dado

cualquier punto factible X tenemos
L(x,A") = L(x*,A%) < Vi, L(x*,A%) (x — x™)
Pero la condicién de tangencia implica que Vy L(x*, A*) = 0, por lo cual
L(x,A*) < L(x*,1%)
Substituyendo en las definiciones de los lagrangianos respectivos
m m
FE =) A gi(®) < f(x*) =) AFgi(x®)
i=1 i=1
Pero la condici6n de exclusion implica que, para cada i, A} g; (x*) = 0, y por tanto
m
S =) A gi(®) < f(x¥)
i=1

También sabemos que, para cada i, A* > 0y g;(¥) < 0, o sea que A7 g;(X¥) < 0 (recordemos que X no
tiene por qué satisfer la condicién de KT, y por tanto este tltimo producto no tiene por qué ser cero), o sea
que

) < f(R) =) Afgi(®) < f(x¥)
i=1

Lo que concluye la demostracion. O

Para extender el resultado que acabamos de ver, debemos acudir a generalizaciones de los conceptos de
concavidad y convexidad.
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Definicion 4.7 (Cuasiconcavidad y cuasiconvexidad). Sea X un subconjunto convexo de R”.

(i) Decimos que la funcién f : X — R es cuasiconcava si, para cada x € X, el contorno superior
{y € X: f(y) = f(x)} es un conjunto convexo.

(i1) Decimos que la funcién f : X — R es cuasiconvexa si, para cada x € X, el contorno inferior
{y € X : f(y) < f(x)} es un conjunto convexo.

Cuando f es una funcién continua la definicién anterior puede ser hecha indistintamente en términos de
los contornos definidos con desigualdades débiles o estrictas. La comprobacién de la siguiente proposicion
consiste en un ejercicio sencillo.

Proposicion 4.1 (Concavidad y cuasiconcavidad). Toda funcién concava es cuasicéncava, y tota fun-
cién convexa es cuasiconvexa.

Las siguiente equivalencias son basicamente reescrituras de las definiciones respectivas.

Proposicion 4.2 (Definicion algebraica de cuasiconcavidad (cuasiconvexidad)). Sea X un subcon-
junto convexo de R”.

(i) Lafuncién f : X — Res cuasiconcava si, y sélo si, paracada x e y de X, y paracada0 <¢ < 1,
se cumple que f[tx + (1 —¢)y] = min{ f(x), f(¥)}.

(ii) Lafuncién f : X — R es cuasiconvexa si, y s6lo si, paracadax e y de X,y paracada0 <t < 1,
se cumple que f[tx + (1 —¢)y] <max{f(x), f(y)}.

Recordemos que, en un problema de optimizacion, una transformacién estrictamente creciente de la
funcién objetivo no altera la solucién (maximizador o minimizador), puesto que no cambia el orden relativo
de los valores.

Proposicion 4.3 (Transformaciones crecientes y cuasiconcavidad). (i) Toda transformacion es-
trictamente creciente de una funcién cuasiconcava resulta en una nueva funcién cuasiconcava.
En particular, una transformacién estrictamente creciente de una funcién céncava es una funcién
cuasiconcava (no necesariamente céncava).

(i1) Toda transformacidn estrictamente creciente de una funcién cuasiconvexa resulta en una nueva
funcién cuasiconvexa. En particular, una transformacion estrictamente creciente de una funcién
convexa es una funcién cuasiconvexa (no necesariamente convexa).
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Restricciones de desigualdad < dadas por funciones cuasiconvexas, dan lugar a un conjunto factible
convexo. Andlogamente, restricciones de desigualdad > dadas por funciones cuasicéncavas, dan lugar a un
conjunto factible convexo.

Proposicion 4.4 (Funcion objetivo concava y restricciones cuasiconvexas). Supongamos que en un
problema normalizado de optimizacién con restricciones de desigualdad todas las funciones son dife-
renciables con continuidad, y se da uno de los dos siguientes casos:

(1) El problema es de maximizacidn, la funcién objetivo es concava y las restricciones son funciones
cuasiconvexas.

(i) El problema es de minimizacion, la funcién objetivo es convexa y las restricciones son funciones
cuasicéncavas.

Entonces toda solucidn de las condiciones de Kuhn-Tucker es una solucién global del problema.

Estos resultados se generalizan a funciones objetivo cuasicOncavas o cuasiconvexas, con una excepcion
notable.

Proposicion 4.5 (Funcion objetivo cuasiconcava y restricciones cuasiconvexas). Supongamos que
en un problema normalizado de optimizacidn con restricciones de desigualdad todas las funciones son
diferenciables con continuidad, y se da uno de los dos siguientes casos:

(i) El problema es de maximizacion, la funcién objetivo es cuasiconcava y las restricciones son
funciones cuasiconvexas.

(i) El problema es de minimizacién, la funcion objetivo es cuasiconvexa y las restricciones son fun-
ciones cuasiconcavas.

Entonces toda solucién de las condiciones de Kuhn-Tucker es una solucién global del problema, siempre
que no tenga todas las derivadas parciales iguales a cero.

Ejemplo 4.2. Consideremos el problema

Gy 7
sa. x24y? <2
x>0
y=0
Normalizando,

max xy

(x,»)

sa. x2+y2-2<0
—x =<0
-y=0
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La funcién objetivo es cuasicOncava y las restricciones normalizadas son todas funciones convexas. Las
condiciones de Kuhn-Tucker tienen como solucién los dos puntos donde (x, y, A) valen (1,1, 1/2) y (0,0, 0.
Tenemos que Vf(1,1) = (1,1) # (0,0), pero Vf(0,0) = (0,0). El teorema anterior implica que el
primer punto es un maximizador global, pero no se pronuncia sobre el segundo. De hecho, (0, 0) no es un
maximizador, sino que se trata de un punto de ensilladura de f, que aparece aqui puesto que todo punto
critico (donde las derivadas parciales se anulan) de una funcién es siempre solucién de las condiciones de
KT, si esta dentro del conjunto factible. En una funcién céncava esto no es problema, ya que todo punto
donde todas las derivadas parciales son zero es automdticamente un maximizador global, pero esto no es
necesariamente cierto cuando una funcidn es cuasiconcava, como el presente ejemplo ilustra. ®

4.5 Problemas con restricciones de igualdad y de desigualdad

Cuando hay restricciones tanto de igualdad como de desigualdad, las condiciones de Khun-Tucker son las
mismas, con la excepcién que los multiplicadores asociados a restricciones de igualdad no tienen por qué
ser negativos. Con esta modificacién, todos los resultados locales que hemos mostrado son todavia validos
para este caso.

Por lo que respecta a las condiciones de globalidad en términos de concavidad y convexidad, los teore-
mas anteriores siguen siendo aplicables siempre que las restricciones de igualdad sean lineales (podem ver
esto escribiendo una igualdad como dos desigualdades con signos opuestos: a = b <= a <bya > b).
Si hay restricciones de igualdad que no son lineales, podemos aplicar un argumento de globalidad como
el usado en el caso en que solamente habia restricciones de igualdad: consideramos para cada solucién de
las condiciones de KT el lagrangiano después de substituir los valores 6ptimos de los multiplicadores, y
comprobamos si la funcién resultante es concava (para maximizacion) o convexa (para minimizacién); si la
respuesta es afirmativa, entonces la solucién correspondiente es global.

5 Analisis de sensibilidad

5.1 Problemas paramétricos de optimizacion. El teorema del maximo

En los problemas de decision individual, hay una serie de variables que estdn bajo control del decisor, las
variables de decision, y otras que vienen dadas externamente y que definen el entorno del decisor, es decir,
su conjunto factible y su funcién objetivo. Llamamos pardmetros aquellas variables que no estan sometidas
al control del decisor. Por ejemplo, si una empresa toma decisiones en relacién a un cierto mercado, su
propio precio es una variable de decision, y los precios de las demds empresas son parimetros. En los
problemas paramétricos de optimizacidn, tan importante como conocer la solucién 6ptima es saber como
cambiard ésta frente a variaciones en los parametros.

Definicion 5.1 (Variable de decisiéon). En un problema de optimizacion, las variables de decisién son
aquellas respecto a las cuales estamos optimizando.

Definicion 5.2 (Parametro). En un problema de optimizacion, un parametro es toda variable que se
toma como dada. Es decir, el pardmetro es una variable cuyo valor se supone fijo en el momento de
hallar el 6ptimo.
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Definicion 5.3 (Funciones de decision). [Llamamos funciones de decision aquellas funciones que ex-
presan el valor 6ptimo de las variables de decision en términos de los pardmetros.

Definicién 5.4 (Funcién de valor). Llamamos funcién de valor aquella funcién que expresa el valor
optimo de la funcién objetivo en términos de los pardmetros.

Notemos que un problema de optimizacién que tenga solucién para todo valor de los pardmetros ten-
drd siempre una funcién de valor bien definida, puesto que el valor mdximo o minimo es dnico, pero no
necesariamente tendra funciones de decision bien definidas, puesto que un maximo o minimo puede corres-
ponder a distintos maximizadores o minimizadores. En general, lo que siempre estard bien definido serdn las
correspondencias de decision, que contienen todos los maximizadores o minimizadores que corresponden
a cada valor de los pardmetros. Las funciones de decisién estdn bien definidas cuando la correspondencias
de decision tienen un Unico elemento para cada valor de los pardmetros.

Un resultado bésico en problemas paramétricos de optimizacion es el teorema del maximo, que da
condiciones bajo las cuales la funcién de valor y las funciones de decision (en caso de estar bien definidas)
son continuas.

Supongamos que las funciones numéricas (i.e. con valores reales) f, g; (paral < i < m), y h;
(para 1 < j < r), estdn definidas sobre un dominio X x P, donde x € X C R” son las variables de
decisiéon,y p € P C R¥ son los pardmetros. Supongamos que tenemos planteado el problema de optimizar
(maximizar o minimizar) la funcién f sujeta a restricciones de desigualdad (< o >) para todas las funciones
gi (1 <i < m)y restricciones de igualdad para las funciones /1 (1 < j < r). Sea v(p) la funcién de valor
del problema.

Teorema 5.1 (Teorema del maximo). Supongamos que el conjunto X es compacto (cerrado y aco-
tado), y que las funciones f, g; (1 <i < m),y h; (1 < j < r) son continuas con respecto a sus
argumentos (x, p). Supongamos adicionalmente que, por cada valor de p € P, existe por lo menos una
X € X que satisface todas las restricciones. Entonces la funcién de valor v(p) estd bien definida y es
continua en p. Adicionalmente, si para cada p € P hay un Gnico maximizador o minimizador x (p) (la
correspondencia de decision es una funcién), entonces x (p) es también una funcién continua.

5.2 Analisis de sensibilidad: el teorema de la funcion implicita

En un problema paramétrico de optimizacion, el andlisis de sensibilidad consiste en el estudio del compor-
tamiento de las funciones de decision y la funcién de valor frente a cambios en el valor de los pardmetros.
En general, no hay forma de expresar estas funciones en forma explicita, y por tanto deberemos analizar
su comportamiento a partir de las condiciones de primer orden, que expresan en forma implicita la relacién
entre las variables de decisién y los pardmetros.

Notemos que, en las condiciones de primer orden de un problema de optimizacién con restricciones, los
multiplicadores de Lagrange son variables enddgenas, que dependen de los pardmetros en la misma forma
en que lo hacen las variables de decision.
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La herramienta matemdtica que justifica el anélisis de estas funciones definidas implicitamente es el
teorema de la funcion implicita.

Consideremos una funcién f : R” x R" — R”. Dados x = (x1,X2,...,X3) € Rty p =
(p1, p2,..., pm) € R™, escribamos f(x, p) = 0 para referirnos al sistema de ecuaciones:

fl(xlyx25~--,xn’plva,---,pm) :0
fZ(XLxZaw-,xn,PI,pZ,---,pm) :0

fn(xLst---vxrhplapZ»-'-apm) :0

Notemos que las x son las variables endégenas y las p los pardmetros o variables exdgenas, y el hecho de
tener tantas ecuaciones como variables enddgenas nos permite plantearnos la posibilidad de expresar las x
en funcioén de los parametros p.

Designaremos mediante Dy f(x, p) la matriz (cuadrada, de dimensién n x n) de derivadas parciales de
las funciones f; con respecto a las variables x;:

TR
h b i
Dyf(x,py=|"0 2 T o
0x1 dxo Tt 0xp

y con D, f(x, p) la matriz de derivadas parciales de las funciones f; con respecto a las variables p:

an i n

D1 pp 77

D,f(x.p) = 81.71 81‘72 ‘ Blim
Un  Un Afn.
dp1 dp2 """ Opm

Naturalmente, Dy f(x, p) y Dp f(x, p) son submatrices de la matriz jacobiana Df (x, p).

Teorema 5.2 (Teorema de la funcion implicita). Sea A C R” x R™ un conjunto abierto, y sea f :
A — R” una funcién con derivadas parciales de orden ¢ > 1 que son funciones continuas. Supongamos
que hay un cierto punto (X, p) € A tal que f(x, p) = 0. Supongamos que la matriz de derivadas
parciales Dy f(x, p) tiene un determinante distinto de cero (i.e., es invertible). Entonces hay un entorno
abierto U C R” de X, un entorno abierto V' C R™ de p, y una (unica) funcién g : V — U, tales que
x=g/Py
f(g(p).p) =0

para todo p € V. Ademads, la funcién g tiene derivadas parciales de orden 7, y éstas son funciones
continuas.

El teorema garantiza que, localmente alrededor del punto (x, p), podemos expresar x = g(p), donde
la funcidn g tiene el mismo grado de diferenciabilidad que la f. A partir de la existencia de esta funcidn,
podemos diferenciar con respecto a p la identidad:

f(gp).p) =0

26



y obtenemos:
Dy f(g(p). p) Dg(p) + Dp f(g(p).p) =0

De donde podemos resolver para las derivadas de la funcién g:

Dg(p) = —(Dxf(g(p). p)) "' Dy f(2(p). p)

Aplicando el teorema de la funcién implicita a las condiciones de primer orden, podemos analizar la
variacion de las funciones de decisidon. Andlogamente, en modelos econémicos en que el equilibrio viene
expresado por una serie de ecuaciones que relacionan las variables enddgenas con las variables exdgenas,
el analisis de estiatica comparativa consiste en analizar el efecto sobre las variables endégenas de cambios
en el valor de las variables exdgenas: el teorema de la funcion implicita justifica la realizacion a nivel local
de este tipo de andlisis mediante la diferenciacion.

5.3 La funcion de valor y el teorema de la envolvente

La funcién de valor puede depender de los pardmetros directamente y depende también de las variables de
decision, que a su vez dependen de los pardmetros. Para analizar la variacion (derivadas) de esta funcién en
relacién a los pardmetros, hay que tener en cuenta no sélo la influencia directa de los mismos, sino también
su influencia indirecta a través de las funciones de decision. La técnica matemadtica que nos permite recoger
ambas influencias es la regla de la cadena.

Teorema 5.3 (Regla de la Cadena). Sean A C R"” y B C R conjuntos abiertos, y sea f : A — R
una funcion diferenciable tal que f(A4) C B. Entonces, si g : B — R? es una funcién diferenciable, la
funcién compuesta g o f : A — RP es también diferenciable, y se cumple que

D(go f)(x) = Dg[f(x)] o Df(x)

Este teorema afirma que la derivada de la funcion compuesta es igual a la composicion de derivadas.
Teniendo en cuenta que las derivadas son funciones lineales representadas por matrices, esta composicion
de derivadas se traduce en un producto de matrices.

Ejemplo 5.1. Supongamos que tenemos una funcién compuesta de la forma g(x, y) = h[f(x, y)]. Laregla
de la cadena dice que sus derivadas parciales son:

0 0

2 () = W) )
X X

% () = W) )
y y

Esquematicamente, si z = f(x, y), podemos escribir

ag ., 0df
8x_h(z)8x
g ., . 0df
ay_h(z)ay ®
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Ejemplo 5.2. Supongamos que tenemos una funcién compuestade laformav(p) = f(x,y) = flg(p), h(p)].
La regla de la cadena afirma que su derivada es
af

v'(p) = e g'(p) +

of
9y " (p)
y
La intuicién de este resultado es la siguiente: f es funcién tanto de x como de y, las cuales a su vez
dependen de p. La variacién total de f con respecto a p (en ocasiones denominada la derivada total), viene

dada por la suma de la influencia de p a través de cada una de las variables x e y. ®

Sea f(x, p) una funcién diferenciable de las variables reales x y p. Dado un cierto valor de p, digamos
P, consideremos el problema

max f(x, p)
Supongamos que la solucidn a este problema viene descrita por la condicidn de primer orden:

af -
a—(x, p)=0 (1)
x
Notemos que esta condicién de primer orden no es mds que una ecuacién que define implicitamente la
funcién x (p). Supongamos que nos interesa analizar la funcién de valor v(p) = f[x(p), p]. Diferenciando

la funcién de valor, obtenemos, por aplicacion de la regla de la cadena:

dv _3f dx 9f

==L =L 2
dp odxdp dp @

Pero la condicién de primer orden que hemos escrito en (1) implica que el primer término de la suma es
cero, por lo cual queda

dv of

dp — dp
Este resultado es conocido como teorema de la envolvente. Notemos que el pardmetro p influye en la
funcién de valor directamente, en tanto que argumento de f, y también indirectamente, a través de su
influencia sobre la funcién de decisién x(p). Cuando hemos aplicado la regla de la cadena a f, en la
ecuacion (2), nos ha quedado un término debido al efecto indirecto y otro debido al efecto directo. Entonces
hemos observado que las condiciones de primer orden implican que el efecto indirecto es nulo, y por tanto
la derivada de la funcién de valor depende solamente del efecto directo.

La figura 5.3 ilustra por qué este resultado es cierto. Dado un valor fijo del pardmetro, pp, sea x; el
valor 6ptimo de la variable de decision. Andlogamente, sea x5 el valor 6ptimo que corresponde a un cierto
valor p,. En el grafico, hemos puesto los valores de p en el eje de las abcisas. Entonces hemos dibujado
la funcion de valor v(p), y también las funciones 21 (p) = f(x1, p) y ha(p) = f(x2, p), que no son mas
que la funcién f cuando fijamos los valores de x en x; y x», respectivamente.

Como x; es 6ptima cuando el pardmetro vale pp, tenemos que v(p1) = f(x1, p1) = h1(p1). Para
otros valores de p, x1 ya no tiene per qué ser Optima, y por tanto i1(p) = f(x1, p) < v(p). Es decir, la
grafica de 1 toca a la de v en el punto p;, y estd por debajo en los demds puntos. Como las dos gréficas
son tangentes en el punto pi, sus derivadas en este punto coinciden, es decir:

3)

of
v'(p1) = hy(p1) = a—(xl, p1)
D
El teorema de la envolvente consiste en esta igualdad de las derivadas.

El teorema de la envolvente afirma que, cuando diferenciamos la funcién de valor, podemos olvidarnos
de los efectos indirectos de los pardmetros sobre la funcién objetivo a través de las funciones de decision,
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9
v'(p1) = hi(p) = %(xl, P1) ha(p) = f(x2. p)

hi(p) = f(x1.p)

P1 P2 p

Figure 1: Ilustracion del teorema de la envolvente.

ya que las condiciones de primer orden implican que estos efectos son nulos, y s6lo quedan los efectos
directos. Un hecho notable es que este resultado se extiende también a problemas con restricciones, si
en lugar de la funcién f consideramos los efectos directos de los pardmetros sobre el lagrangiano. De
hecho, la interpretacién de los multiplicadores de Lagrange como precios sombra en determinados modelos
econémicos, se puede obtener como una consecuencia inmediata del teorema de la envolvente. Pasemos a
una exposicion formal de las distintas variantes del teorema.

Diremos que una funcién que toma valores reales es de clase C™ si sus derivadas parciales de orden m
existen y son funciones continuas.

Sea f una funcién definida sobre un dominio (conjunto abierto y conexo) contenido en R” x R¥, y que
toma valores reales. Supongamos que f es de clase C2 en relacién al primer argumento y Dy f(x, p) es
de clase C! en relacién al segundo argumento. Consideremos el problema de maximizar o minimizar la
funcién f en relacién al primer argumento.

Teorema 5.4 (Problemas sin restricciones). Sea x* € R” una solucién local del problema de opti-
mizacién, dado un cierto valor de p* € RK. Supongamos que se satisface la condicion suficiente de
segundo orden para un éptimo local estricto. Entonces existe un entorno de p* y una funcién diferencia-
ble x(p) definida en dicho entorno, tal que x(p) es un 6ptimo local estricto de f dado p. Si definimos
v(p) = f[x(p), p], entonces se cumple la condicién de envolvente:

Dv(p) = Dp f(x(p), p)
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nes

Sea f una funcion con las caracteristicas descritas mas arriba, y sean g;, parai € {1,2,...,m}, funcio-
reales definidas sobre el mismo dominio y satisfaciendo las mismas condiciones de diferenciabilidad.

Consideremos el problema de buscar extremos locales de f en relacion al primer argumento, con la restric-
cién de que cada g; es igual a 0.

Teorema 5.5 (Problemas con restricciones de igualdad). Sea (x*,A*) una solucién local del pro-
blema de optimizacién, dado un cierto valor de p* € R¥, tal que x* es un punto regular de las res-
tricciones. Supongamos que se satisface la condicion suficiente de segundo orden para un éptimo local
estricto. Entonces existe un entorno de p* y existen funciones diferenciables x(p) y A(p), definidas en
dicho entorno, tales que x (p) es un 6ptimo local estricto de f sobre el conjunto definido per las restric-
ciones, dado p. Si definimos v(p) = f[x(p), p], tenemos que se cumple la condicién de envolvente:

Dv(p) = DpL(x(p),A(p), p)

Las condiciones de desigualdad las enunciaremos para el caso de maximizacién. El caso de minimi-

zacion es similar. Supongamos que las funciones son todas tal como las hemos descrito més arriba, pero
consideremos ahora el problema de maximizar f sujeta a las restricciones de que cada g; es menor o igual

ao.

Teorema 5.6 (Problemas con restricciones de desigualdad). Sea (x*, A*) una solucién local del pro-
blema de maximizacién, dado un cierto valor de p* € R, tal que x* es un punto regular de las restric-
ciones. Supongamos que se satisface la condicién suficiente de segundo orden para un maximo local
estricto. Supongamos, adicionalmente, que los multiplicadores asociados a las restricciones efectivas
son todos distintos de zero (condicién de no degeneracién). Entonces existe un entorno de p* y existen
funciones diferenciables x(p) y A(p), definidas en dicho entorno, tales que x(p) es un 6ptimo local
estricto de f sobre el conjunto definido por las restricciones, dado p. Si definimos v(p) = f[x(p), p].
tenemos que se cumple la condicién de envolvente:

Dv(p) = DpL(x(p),A(p), p)

Si hay restricciones tanto de igualdad como de desigualdad, la condicién de no degeneracién se aplica

solamente a las restricciones de desigualdad.

5.3.

1 Limitaciones del teorema de la envolvente

En el caso de restricciones de desigualdad, hemos requerido que la solucidn sea no degenerada. La solucién
es degenerada cuando el multiplicador asociado a una restriccion efectiva es cero. En este caso, es posible
que los multiplicadores ni tan sélo sean funciones continuas de los pardmetros, y por tanto no es valido
diferenciar las condiciones de primer orden ni podemos aplicar el teorema de la envolvente. [lustremos esto
mediante un ejemplo.
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Ejemplo 5.3. Consideremos el siguiente problema de maximizacién

max —(x—1)%2+y

(x.y)
sa. —x+y =<0
x+y=<2
y=rp

Alrededor del valor del pardmetro p = 1. Sean A, i y y los respectivos multiplicadores asociados a las
restricciones.
Cuando p = 1, hay dos soluciones de las condiciones de Kuhn—Tucker:

1 1
=1 =1 A=- = — =0 5
X y ) H ) 14 Q)

Notemos que tanto (4) como (5) se refieren a la misma solucién en términos de las variables de decisién, y
que ambas soluciones son degeneradas. Una representacion grafica deberia ayudar al lector.

Notemos también que, si p crece, nos interesaria tomar la solucién (5), pero en cambio si p decrece la
que nos interesa es (4); lo cual significa que los multiplicadores son discontinuos, sea cual sea la solucién
que tomemos. En particular, ‘3—5 es v, y seglin p aumente o disminuya nos interesaria tomar uno u otro de
los valores que y toma en las dos soluciones. En definitiva, ni el teorema de la envolvente es aplicable, ni
podemos diferenciar las condiciones de primer orden. ®
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